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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE:
IIl. LA COHOMOLOGIE DE SPENCER

HUBERT GOLDSCHMIDT

Les transformations infinitésimales d’un pseudogroupe de Lie transitif sur
une variété X sont les solutions d’une équation différentielle linéaire R;, qui
est en fait une équation de Lie dans le fibré tangent 7 de X'; 1’espace des
solutions formelles R, , en un point x ¢ X de cette équation est une algebre
de Lie topologique, et en fait une algébre de Lie transitive au sens de Guillemin-
Sternberg [7].

Nous nous proposons de poursuivre notre étude de la relation entre équations
de Lie et algebres de Lie transitives & partir des méthodes développées dans
les parties précédentes de cet article (Sur la structure des équations de Lie: 1.
Le troisieme théoréme fondamental, J. Differential Geometry 6 (1972) 357-
373; 11. Equations formellement transitives, J. Differential Geometry 7 (1972)
67-85) et dans [20]. Certains résultats de cet article ont ét€ annoncés dans [19].

Notre but principal est de montrer dans quelle mesure certaines propriétés
d’une équation de Lie analytique R, formellement transitive et formellement
intégrable ne dépendent que de 1’algébre de Lie transitive R., , des solutions
formelles de R, en x € X, et de voir dans quelle mesure les résultats classiques
de la théorie des groupes et algebres de Lie (de dimension finie) peuvent se
généraliser aux équations de Lie et aux algébres de Lie transitives. En par-
ticulier, nous essayons de voir comment les propriétés d’objets géométriques
associés a R, peuvent se traduire en termes algébriques, nous donnant ainsi
des objets algébriques associés a R, .

Nous étudions tout particuliérement la cohomologie de Spencer d’une équa-
tion de Lie. Nous montrons que 1’algébre de Lie graduée H*(R,), = @ H/(Ry).

70
de cohomologie de Spencer en x de 1’équation de Lie analytique R, ne dépend,
a isomorphisme prés, que de ’algebre de Lie topologique R.. ,; en particulier
I’algébre de Lie H°(R,), des germes de champs de vecteurs en x solutions de
R, ne dépend que de R.. .. En identifiant deux algébres de Lie graduées de
cohomologie de Spencer isomorphes, nous associons a toute algébre de Lie
transitive L une algébre de Lie graduée H*(L) = @0 Hi(L), dont H%(L) est
jz

I’algébre de Lie des “solutions” de L, de telle maniere que:
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(i) Ul’algebre de Lie graduée H*(L) ne dépende que de la classe d’isomor-
phisme de L en tant qu’algebre de Lie topologique ;
(ii) on puisse définir 1’algébre de Lie graduée H*(L,I) = @ HI(L,I) de
520

cohomologie de Spencer d’un idéal fermé I C L qui ne dépend que de la classe
d’isomorphisme de (L, I) en tant que couple d’algeébres de Lie topologiques ;
(iii) a toute suite exacte
¢

O— I —L "> L"—0,

ou I est un idéal fermé de L et ¢: L — L” est un homomorphisme continu
d’algébres de Lie transitives, il corresponde un homomorphisme d’algébres de
Lie graduées

H*(g): H*(L) — H*(L")
et une suite exacte de groupes de cohomologie

. ¢ Hi($) X 2 .
> HI(L, D) —> HI(L) 5 HIL) =2 HIYL, D) —> - - .

Des propriétés fonctorielles supplémentaires de ces algebres de cohomologie
de Spencer sont données au § 13.

Nous commencons, au § 10, par étudier la relation entre I’ensemble des
idéaux fermés de I’algébre de Lie transitive R, , des solutions formelles en
x ¢ X d’une équation de Lie R, formellement transitive et formellement in-
tégrable sur X et une classe #(R,) d’équations de Lie formellement intégrables
associées & Ry, qui correspondent aux sous-pseudogroupes de Lie normaux
d’un pseudogroupe de Lie solution d’une forme finie de R,. L’espace des solu-
tions formelles en x d’une équation de Lie appartenant a #(R,) est un idéal
fermé de R, .; inversement, si X est simplement connexe, une variante
(théoréme 10.1 et corollaire 10.1) de la version relative du troisi¢me théoréme
fondamental (corollaire 6.2) nous dit que tout idéal fermé I de R,  est 1’espace
des solutions formelles en x d’une équation de Lie appartenant a #(R,). Nous
montrons (proposition 10.3) que tout sous-fibré intégrable V de T invariant par
R; nous donne une équation de Lie appartenant a #(R;) dont I’idéal fermé
de R.., , correspondant est R,, ., N J.(V),. Nous caractérisons algébriquement
la classe des idéaux fermés de R, ., qui s’obtiennent ainsi; elle ne dépend que
de la sous-algebre R, , de R.. . des solutions formelles de R, qui s’annulent en
x et est formée des idéaux définis par un feuilletage dans (R., ., R% .).

Au § 11, nous introduisons la notion d’équation de Lie projetable selon [20]
et montrons comment le théoréme de Kuranishi-Rodrigues donne des exemples
de ces équations (théoreme 11.1). Si R, est une équation de Lie formellement
intégrable sur X qui laisse invariant une fibration p: X — ¥, nous donnons
des conditions sous lesquelles elle détermine une équation de Lie R}, formelle-
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ment intégrable sur Y qui correspond au ‘“‘pseudogroupe quotient” d’un
pseudogroupe de Lie solution d’une forme finie de R, par la fibration p; nous
dirons alors que R, est g-projetable. Les résultats de [20] s’appliquent alors
et nous donnent une suite exacte de groupes de cohomologie de Spencer
qui relie les groupes de cohomologie des équations de Lie R, Ry, et de
I’équation de Lie R}, appartenant & #(R,) déterminée par le fibré V' des
vecteurs tangents aux fibres de o (théoréme 11.2). En particulier, si le groupe
de cohomologie de Spencer H'(R,), en x ¢ X de I’équation R, est nul, tout
germe de champ de vecteurs en p(x) solution de R}, est I’image par p d’un
germe en x d’un champ de vecteurs p-projetable solution de R,. Lorsque
R, NJ (V)= {0}, alors R, , est isomorphe a l’alg¢bre de Lie R ,., des
solutions formelles de R}/ en o(x), et nous dirons que R, est un prolongement
de RY ; dans ce cas les algébres de Lie graduées de cohomologie de Spencer
H*(R,), et H*(R}/) sont isomorphes.

Si R, est une équation de Lie analytique formellement transitive et formelle-
ment intégrable, au § 12 nous considérons la relation entre les sous-algebres
ouvertes de R?, , et les prolongements de R, (corollaire 12.1) et la description
géométrique d’épimorphismes d’algebres de Lie transitives a 1’aide d’équations
de Lie projetables (théoréme 12.3 (i)). Nous disons, selon Cartan, que deux
équations de Lie formellement intégrables (sur des variétés différentes) sont
équivalentes ou isomorphes si elles ont un prolongement commun. Nous dé-
montrons un résultat de Kuranishi [22]: la notion d’équivalence locale d’équa-
tions de Lie analytiques formellement transitives et formellement intégrables
est une relation d’équivalence. En fait, deux telles équations sont localement
isomorphes si et seulement si leurs algébres de Lie transitives sont isomorphes
en tant qu’algebres de Lie topologiques (corollaire 12.2). Nos démonstrations
reposent sur la version relative du troisiéme théoréme fondamental (corollaire
6.2). Des résultats analogues sur la correspondance entre algeébres de Lie
transitives et pseudogroupes infinitésimaux transitifs et analytiques ont été
obtenus par Petitjean et Rodrigues [24]. Le théoréme 12.3 nous donne les ré-
sultats sur la cohomologie de Spencer des équations de Lie dont on aura besoin
au § 13 pour définir et étudier la cohomologie de Spencer des algébres de Lie
transitives.

Nous avertissons le lecteur que nous utilisons constamment les résultats et
les méthodes des deux premicres parties de cet article et de [20], et nous lui
recommandons fortement de se rapporter a ces articles ainsi qu’a [19], qui
peut étre considéré comme une introduction au présent article.

Je tiens a remercier D. C. Spencer pour 1’aide qu’il m’a apportée tout au
long de la rédaction de cet article.

9. Préliminaires

Nous utilisons les notations et la terminologie des parties précédentes de cet
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article. Pour ce qui concerne les rappels nécessaires de la théorie formelle des
équations différentielles linéaires et leur cohomologie de Spencer, nous ren-
voyons le lecteur au § 1 de [20]. Nous supposerons toujours que les fibres d’un
fibré vectoriel sont de méme dimension. Si R, C J,(E) est une équation dif-
férentielle d’ordre k& dans un fibré vectoriel E, nous noterons (R;),, (et parfois
R;.,) le l-itme prolongement de R;. Si (R;),; est un fibré vectoriel et si
Trrrt (Ri)sasn — (Ry).; est de rang constant pour tout [ > 0, alors nous
noterons H’(R;) le j-iéme groupe de cohomologie de Spencer de R, ; rappelons
que H(R,) est le faisceau de germes de solutions de R,. Nous identifierons
deux groupes de cohomologie s’ils sont isomorphes.
Si T est le fibré tangent de X, nous avons les crochets
jk(j—) XXjk(y)_—’jk(F)a jk(F) XXjk(j')—‘)jk—l(F)a
JenT) Xz T(T) — T (T) .

Si &, pe e, (T) et & = viE, 7 = v-iy, alors

9.1 LEmin = 15,71 + E X Dy,

©.2) L Erey = vim€, Tl + 7 R DE .

Rappelons que nous avons les crochets

9.3) INT*®T(D), \T* QT NP T* @ T o(T)

04 INPT*RIUT), N1 T*RT (I C APHT*QT (),

9.5) [NPILII*®T(T), NI @TW(T) T NPT )@ T(T)

donnés par les formules

9.6) [a®ELRp =aNBRIE 7],
[a®E LR =aNBRIET] +aNLEOBRT
.7 + (=DPda N iR G — (— PPN LHa® &

— (=) N LB ® 7 ,

©.9) @®EERN=aNBERIE 7] +a N\ LEERT
~(—DPENLHaRE,

siae /y’ﬁ'*,,@e NT*, el (T),nel(T)eté =, p=yipeta =
v¥7la, B=v*78. Alorssiue NPT ¥ QI (T ), ve NTT*®JT(F), ona

9.9) Dlu, v] = [Du, z;_w] + (—1D?[x;_u, Dv] .
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D’apreés le corollaire 3.12 de [10], on a
(9.10) Dla, 7] = [Di, m,_¥] + (—1)?[x,_,it, D]
pour tous e NPJ(T)* @ J(T), Te NI(TYQRT(T). Sifie \?T*®
J(D), e N?T*® J,(T), on définit # X ¥ e \?*9' T* ® J.(T) par
AR =aNiOBR 7T,
siu=a®& v=08R7 Posons D)= (d®»™)-D-(id®v). La relation
entre les crochets (9.3), (9.4) et (9.5) est donnée par les formules
(9.11) Toil#, 9] = (id ® v )[u, v] + & X D'd + (—1)PD'(ii K 1)
' — (=D R D'd — (= 1)P* D3 & ) ,
9.12) *Qida,7] = [4, 9] — (=D~ o + (=P D'D R~ i
pour tous ue NPT *QJI(T),ve N2 IT*RJ(T), ol &I = (d®@ vy,
p=00R®vVHveti=('®id)d, T = (* ' Qid) ¢. En écrivant
[2,7] = o* ®id) [#, 2],
on obtient ainsi le crochet sur A\ I * ® J,(7) introduit dans [10], [15] et [18]
par “transport” a partir du crochet (9.5). Ce nouveau crochet ne coincide pas
avec le crochet (9.4) et la formule (9.12) montre précisément comment il en
différe.
Soit R, < J,(T) une équation de Lie. Si R, ; = (R,),, est un fibré vectoriel

et w2 Ry, — Ry, est de rang constant pour tout [ > 0, alors il existe un
entier m, > k tel que la cohomologie H(R;)» de I’un des complexes

) . D R D . .
NTVT*® By ——> N T* @ Ry ——> NINT*® B,
. . - D’ . ~ D’ . , ~
;/\J‘_lj—'*@ '%m-)-]"—) /\1‘7'*®'%m —> /\Jﬂj—'*@ '@m-—l ]
. e D ) s e = D _ e =
/,‘\1—1]0(3")* ®92m+1 > /\J-’o(y)* ® gfm - /\Jﬂjo(f)*@ Qm—x

en NNT*Q@ By, N'T*Q %m et N7 I(T)* ® % tespectivement s’identifie
a H/(R;) pour tout m > m,. D’aprés (9.10), le crochet (9.5) détermine une
structure d’algebre de Lie graduée sur H*(Rp)n = @ HI(Ry)n. Si
720
de NPTV ® Fn, e NVILT)* ® &, vérifient Dz = O et D7 = 0, alors
on a d’apres (9.12)
[#,7] = *®id) [7, 7],

ouel = (*®id) &, ? = *®id) 7, et D[4, 7] = 0 d’apres (9.10). Le crochet
(9.4) détermine donc la méme structure d’algebre de Lie graduée que le crochet
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(9.5). D’autre part, d’apres (9.9) si la classe de cohomologie de [u, #] dans
H?" YR )., est égale & celle de =, _,[#, #], d’aprés (9.11). Donc le crochet
(9.3) détermine la méme structure d’algébre de Lie graduée sur H*(R,) =
@0 Hi(R,). Dans la suite, nous nous servirons essenticllement que du crochet
iz

(9.5); on aurait pu aussi bien se servir du crochet (9.3) ou de (9.4).

10. XYdéaux d’algebres de Lie transitives et équations de Lie

Une algebre de Lie transitive L est une algébre de Lie topologique réelle
dont I’espace vectoriel topologique sous-jacent est le dual topologique d’un
espace vectoriel réel muni de la topologie discréte, et qui posséde un voisinage
de O qui ne contient aucun idéal autre que {0}.

Une telle algeébre de Lie L posséde une sous-algebre ouverte L° ne contenant
aucun idéal de L autre que {0}, qu’on appellera fondamentale. Rappelons le
résultat de Guillemin [21]: toute suite décroissante d’idéaux fermés d’une
algebre de Lie tranmsitive est stationnaire. Rappelons aussi que J.(7),, pour
x e X, est une algebre de Lie transitive dont un systéme fondamental de voisi-
nages de O est formé des noyaux J%(T), des projections z: J (1), — J(T),
qui sont des sous-algebres fondamentales. Toute sous-algébre fermée L de
J.(D), telle que z(L) = J(T), est dite transitive, et munie de la topologie
induite par J..(T), est une algebre de Lie transitive dont L* = L N JE(T), est
une sous-algebre fondamentale. Nous dirons que deux sous-algébres transitives
L,L’ de J.(T), sont isomorphes s’il existe ¢ € Q..(x,x) tel que ¢(L) = L".
D’apreés le théoreme I de Guillemin-Sternberg [71, les isomorphismes +: L —
L’ d’algébres de Lie tels que (L N J°(T),) = L' N J°(T), sont précisément
ceux qui sont induits par des éléments de Q. (x, x).

Si L est une algébre de Lie transitive et L’ une sous-algebre fondamentale,
on définit des sous-algébres D¥L° de L° par récurrence sur & par:

DUL° =L, DiL® = {¢eDiL°|[L,&] € D¥'L%} pour k > 1;

on obtient ainsi des sous-algeébres fondamentales de L telles que ﬁ DiL" = {0}
k=0

(cf. Guillemin [21]). Posons L* = DXL, L' = L et gr, L = L*~'/L*, pour

k > 0, de sorte que {L*}.._, est une filtration de L telle que [L?, L] C L+,

pouri>0,j> —1let

grL = $er, L

k20

est une algeébre de Lie graduée. Soit I un idéal fermé de L ; posons I* = I [ L*,
pour k> —1, de sorte que gr, I = I*7!/I* s’identifie 2 un sous-espace de
gr; L et
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grl = @Pegr, !

£20
aunidéal de gr L. L’inclusion [gr_, L, gr..,I] C gr; I nous donne une inclusjon
o: g I —-W*®gr I,
ou I’on écrit W = gr_, L, d’ou une application
S NTWAR g I - NITTW*Qgr, |
en posant
Ho®@u) = (—=1)iw A du

pour tous we AW, uegr;,, 1. Si SW est I’algebre symétrique de W et
(gr * = @ (gre D*, d’aprés Guillemin [21, § 3]
k20

0*: W@ (gr D* — (gr D*

induit sur (gr I)* la structure d’un SW-module gradué; d’aprés la proposition
3.2 de [21], (gr L)* est un SW-module de type fini et, comme le SW-module
gradué (gr I)* est un quotient de (gr L)*, il est aussi de type fini. D’aprés le
lemme 1 de [6, 1], on obtient un complexe

) J )
O—gr,l —W*Qgr, [ —> N'W*Qgr, [ — - -
— A" WE*QRgr_, [ —>0,

ol n est la dimension de W et gr,, I = 0 pour m < 0; de plus le groupe de
cohomologie A*~77 (gr I) de ce complexe en A/ W* & gr,_; I est le dual de -
la composante de degré k¥ — j du SW-module gradué Tor$” ((gr N*, R), qui
est en fait un espace vectoriel de dimension finie, puisque (gr I)* est un SW-
module de type fini. On a donc:

Lemme 10.1. Si I est un idéal fermé d’une algébre de Lie transitive L et
L° est une sous-algebre fondamentale de L, alors il existe un entier k, tel que
H*7(grI) = 0, pour tous k > k,, j > 0.

Si L est une sous-algebre transitive de J.(T), et L' = L N JO(T),, alors
DEL® = L N J5(T), et gr;. I s’identifie & un sous-espace de (S*J(T)* @ J (1)),
et W a J(T),. De plus, (gry I}., = gr;,; I pour tout [ > O si et seulement si
HE*5 (gr I) = 0 pour tout [ > 0.

Soient L une algebre de Lie transitive et L° une sous-algebre fondamentale
de L; on note z,: L — L/L" ]a projection canonique.

Définition. Un idéal fermé I C L est défini par un feuilletage dans (L, L")
si le seul idéal I’ de L vérifiant I C I’ C I + L° est I lui-méme. On dira alors
que [ est I’idéal défini par le feuilletage =,(J) dans (L, L").
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Si I, I* sont des idéaux fermés de L définis par des feuilletages dans (L, LY
tels que z,(I) = =,(I*), alors I = I*¥, de sorte qu'un idéal fermé de L défini par
un feuilletage dans (L, L) est déterminé par son image dans L/L®. En effet,
on a alors

Fcl+ L, ICI+FCI+ L
puisque I est défini par un feuilletage, on obtient
I=I+F et IFC1.

De méme I C I¥ et on a donc I’égalité I = I*.

Lemme 10.2. Soit I un idéal fermé de L défini par un feuilletage dans
(L, L. Si ¢ est un automorphisme de L tel que $(I) C I + L°, alors ¢(I) C I.

Démonstration. Si ¢(I) I + L° alors I’ =1 + $(I) est un idéal de L
telqueICI'CI + L° desorte quel’ =Tetg(l) C 1.

Si L est une sous-algebre ouverte de L contenue dans L° alors si [ est
défini par un feuilletage dans (L, L?), il ’est aussi dans (L, L").

Posons L* = DXL°.

Proposition 10.1. Soit I C L un idéal fermé. Il existe un entier m > 0 tel
que I soit défini par un feuilletage dans (L, L™). Si H**"!(gr I) = O pour tout
I > 0, alors I est défini par un feuilletage dans (L, L*9),

Démonstration. Pour k > 0, soit I}, la réunion de tous les idéaux de L
contenus dans I + L*. Il est clair que I}, est un idéal fermé contenant I et
défini par un feuilletage dans (L, L*). D’autre part, la suite décroissante
d’idéaux fermés

LnonoLo-.-oEDh,,D -

est stationnaire ; il existe donc un entier m > 0 tel que I/, = I/, , pour | > 0.
Puisque I et I/, sont fermés

I=NU+L9=NEG+IY =T+ LY =1,.

k20
Donc 1 est défini par un feuilletage dans (L, L™). Si I’ est un idéal de L
vérifiant

Icrcrl+ L*,

alors I’ C I ++ I’*. Donc /1% est isomorphe a I’/I'* et gry I = gr;, I’. On
peut supposer sans perte de généralité que L est une sous-algeébre de Lie transi-
tive de J . (T), telle que L* = L N Jo(T),, de sorte que gry ;I et gry ., I’
s’identifient a des sous-espaces de (S¥*'J(1)* & J«(T)),. On a

Sryger I = (80, D,
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d’aprés notre hypothese, et
STy I’ C (g, 1)1 s
d’ou I’on déduit
Lo ] C @ I C(grx, 1)y = (g1, Doy s
et par suite
Slegri d = agei I -

On vérifie aisément, par récurrence sur I > O que I/I*+! est isomorphe a
I'jP¥*tou I’ C I 4- L¥*t pour tout ! > 0. Puisque I est fermé, on a donc
rcil.

Il résulte du lemme 10.2 et de la proposition 10.1 que, si I est un idéal
fermé d’une sous-algébre transitive L de J,(T),, il existe un entier k¥ tel que,
quelque soit ¢ e Q. (x,x) vérifiant ¢(L) = L et n,,,¢(zx]) = m,, I'on ait
¢(I) = I. En effet, il suffit de prendre un entier & tel que I soit défini par un
feuilletage dans (L, L*), ou L* = L N J5(T),.

Soient I un idéal fermé de L et L° une sous-algébre fondamentale de L.
Notons ¢: L — L/I la projection naturelle. Soit L” une sous-algébre de L/J
telle que ¢(L%) < L. Si L ne contient aucun idéal de L /I autre que {0}, alors
I est défini par un feuilletage dans (L, L°). En effet, si I’ est un idéal vérifiant
ICI'clI+ L alors I’idéal ¢(I’) de L/I est contenu dans L. On en déduit
que ¢(I’) = {0} et I’ = I. Inversement, si de plus on a L = ¢(L°) et I" est
un idéal de L/I contenu dans L”, alors 1’idéal I’ = ¢=*(I"’) de L vérifie I C
I'c I+ L' Donc I est défini par un feuilletage dans (L, L°) si et seulement
si ¢(L°) ne contient aucun idéal de L/I autre que {0}. D’autre part, d’apres le
corollaire 1 de [21], I’algébre de Lie L/I munie de la topologie quotient est
le dual topologique d’un espace vectoriel muni de la topologie discreéte. Comme
la proposition 10.1 nous donne I’existence d’une sous-algébre fondamentale
L® de L telle que I soit défini par un feuilletage dans (L, L%, ’image de L°
dans L/I est ouverte et ne contient aucun idéal autre que {0}. Nous avons donc
démontré la

Proposition 10.2. Si I est un idéal fermé d’une algébre de Lie transitive L,
alors I'algeébre de Lie L|I munie de la topologie quotient est transitive. Si L°
est une sous-algebre fondamentale de L, alors I est défini par un feuilletage
dans (L, L% si et seulement si 'image de L° dans L[l est une sous-algébre
fondamentale de L/I.

Dans la suite de ce paragraphe, on note R;,, le /-itme prolongement de
I’équation de Lie R, C J.(T).

Lemme 10.3. Supposons que X soit connexe. Soient R, ., une équation de
Lie formellement transitive dans J, ,,(T) et R} une équation différentielle dans
Jo(T) telles que
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(10.1) (%1, ) C 2 -

(1) Si R} est une auire équation différentielle dans J,(T) telle que
[Zyo1, R C RY, et 5°il existe x e X telle que R. .= R}, alors R, = RY.

(ii) L’image de Rj, dans J,(T) est un fibré vectoriel pour 0 <1 < k. Si
R, est le [-iéme prolongement de R, lenoyau ¢,,, = (9%) .1 de wy oyt Ry —
Jir1-1(T) est un fibré vectoriel pour tout | > 0. Si R}, est un fibré vectoriel,
on a

(10.2) [Risis Ren] C RS

si @y R}, — R, est surjectif, alors (10.2) est équivalent a (10.1). Six;: R}, —
R, est surjectif et R),,, C R,,,, alors R, est une équation de Lie. Sim;: R, —
R}, est surjectif et V désigne le sous-fibré de T image de R}, dans T, alors
R, C J,(V).

(i) Si R,., est formellement intégrable, alors R}, est un fibré vectoriel,
les applications ry,,: Ry.,.m — R}, sont de rang constant et

7 ’ ’ ’ ’
[‘@k+l+l3 k+l] c '%HZ > [Rk+l+l’ k+Z+1] c Rk+l s

pour tous l,m > 0. Si de plus R;,, C R, .., alorsR,,; C R,,, pourtout l > 1
etR, ., = 1('121 R’y 5 est un idéal fermé de I'algebre de Lie transitive R,, , =
l(iz_n R, .1 ., pour tout x € X,

Démonstration. (i) Les sous-fibrés R}, R} de J,(T) sont stables par la
dérivée covariante induite par une R, ,,-connexion sans courbure dans J.(T).
D’aprés la proposition 3.2, ’ensemble des points a € X, tels que leurs fibres
en a soient égales, est a la fois ouvert et fermé. Puisqu’il est non-vide par
hypothése et X est connexe, nous avons 1’égalité R} = RY.

(i) Comme =z;: R}, — J(T), pour 0 < [ < k, est compatible aux dérivées
covariantes induites par une R, ,,-connexion  sans courbure dans R, et J,(T),
d’aprés la proposition 3.2, g; et I'image R; de R’ par z, sont des fibrés
vectoriels. Maintenant vérifions que ¢%.,, = (g3)., est un fibré vectoriel pour
! > 1. L’application naturelle

Ay SEU(T)* @ T(T) — SU(T)* @ SFI(T)* & J(T)

commute aux dérivées covariantes induites par w dans les fibrés S*+2J (T)* @
Jo(T) et SU(TY* @ S*I(T)* @ I(T). Puisque (97).; = 4 :(ST(D* @ g7) et
g, est stable par la dérivée covariante induite par w dans S*J(T)* & J(T),
d’aprés la proposition. 3.2, (g7),; est un fibré vectoriel (cf. proposition 5.3).
Si 7 : R}.. — R} est surjectif, puisque le noyau de cette application est un
fibré vectoriel, R}, Iest aussi. Si & € RB,1, p€ R,y et € = v, 1’identité
(9.1) nous donne

&, 9] = L@y — E X Dye &,
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et (10.2) si Ry, est un fibré vectoriel, et, lorsque 7, : R;,, — R est surjectif,
I’équivalence de (10.1) et de (10.2). Si R},, © Ry,,, d’apreés la proposition
4.4 de [10], la surjectivité de =, : R},; — R} implique que R est une équation
de Lie. De la surjectivité de x,: Rj,; — R, pour 0 < [ < k, on déduit que si
ue &, alors Due T* A, et R;,, CTR),, pour 0 <<k — 1. Comme
R, =4(V),onaR,CJ(V). .

(iii) Comme J,(J(T)) est un fibré vectoriel associé & Jy,;,..(T) & l'aide du
crochet

Ve, Td(IN] € 1UTL(I))

et de Vinjection 4,: Ji 1 1(T) — J 1oy (D) (cf. § 8), une R, .,.,-Connexion sans
courbure induit une dérivée covariante dans J,(J(T)) ; les sous-fibrés J, . ,(T)
et J,(R}) de J,(J(T)) sont stables par cette dérivée covariante, puisque

[‘gzk+l+17‘,t('%;c)] c [jL(‘@kH)’JZ(%;)] cC Jl(%) »

ot J,(R,,,) est le sous-fibré »~1J,(R,,,) de T (D) (cf. §8). De la proposi-
tion 3.2, il résulte que R;., = J,(RY) N J,,..(T) est un fibré vectoriel, et de
cette dernicre inclusion que

[‘Jzk+l+17 ‘%;C-H,] c %;c-(-l .

D’aprés (ii), les applications =, ;: R;,;.. — R}, sont de rang constant pour
tous [, m > 0, et on a I’inclusion

[Rk+1.+17 R;c+l+1] c R;c+l

pour tout [ > 0. Si R}, C R;,,, cette derniére inclusion implique que R, ,
est un idéal fermé de R, , pour tout x ¢ X.

Lemme 10.4. Soient R,,, une équation de Lie formellement transitive
dans I, (T) et E un sous-espace de J(T),, ol x ¢ X, tels que [R%,, ,,E] CE;
alors il existe une équation différentielle R;, C J,(T) sur un voisinage U de x
telle que R}, , = E et [%..,, #}) C K.

Démonstration. Soit @ une R, ,-connexion sans courbure sur un voisinage
simplement connexe U de x. Soit R} le sous-fibré de J(T),, stable par la
dérivée covariante dans J(T),, induite par » dont la fibre en x est égale & E.
Montrons que sur U ’'on a

(10.3) [R}.1, R\ C R, .

Si £ I'(U,RY,,) et pe (U, R}) sont des sections horizontales par rapport
aux dérivées covariantes induites par » dans R},, et R, on a

[@(©), &, 711 = [a(©), &1, 7] + [& @), 7]l =0
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pour tout { € J,(97),y; donc [£, 7] est une section horizontale de J;(T). D’autre
part, par hypothése

€, 71(x) = [E(x), p()] e R}, .

L’inclusion (10.3) découle maintenant du fait que J(7) soit associé & J, (1),
notamment de la relation (iv) de la définition donnée au § 3. De (10.3) et de
la construction de Ry, il résulte que I’on a (10.1).

Lemme 10.5. Soient V un sous-fibré vectoriel de T et R; une équation de
Lie formellement transitive et formellement intégrable dans J(T). Si R, = =, R,,
supposons que [%,,J(¥)] S J(¥). On a

(10.4) [Zesr40 T i C TP
et
(10.5) Resisn NernMNI ST (V)

ce qui implique R, . N J.(V), = ](iLnR,m,I N J... V), est un idéal fermé de

Dalgébre de Lie transitive R, , pour tout x ¢ X.
Démonstration. En considérant le crochet

[j(m,l)(y)y Jm(g-)] c Jm(y) >
on voit que
Un(@D, Jn(P)] C I1n(¥)

puisque c’est vrai pour m = 0. Comme R, .,., C J,.,(R), on obtient (10.4).
La formule (9.1) nous permet d’en déduire (10.5): si& e &y ;.19 € Ty (¥
et & = y7&, alors

[¢, 7}] = g(é)ﬂ'kﬁ - 5 ~Dye Jeii(P) .

Théoréme 10.1. Supposons X simplement connexe. Soit R, une équation
de Lie formellement transitive et formellement intégrable dans J,(T). Soient
x € X et I un idéal fermé de I’algébre de Lie transitive R,,, .

(1) 1l existe une équation de Lie R, C R, et une seule telle que

R;‘,z = T[.'kl )
(10.6) [Zes ] C R .

(ii) Si R},: C Ry, est I’équation de Lie dans I, (T) qui correspond a
7y d d’aprés (i), on a pour I > 1

10.7) [Riso Revid TRy -
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(iii) 1l existe un entier ky, > k tel que H™'(gr I) = O pour tout m > k,. Si
k, est un entier ayant cette propriété, alors R}, est formellement intégrable et
R,., est le l-iéme prolongement de R),. De plus, r,(R}) = R}, pour
k<m<k, et

R;,:c = 1(1_1_11 R;c+l,z =1I.

(iv) L’image de f(; dans T est un sous-fibré vectoriel V intégrable de T
tel que TEO(D = JO(V)m [*6;?17 JO(V)] CJO(V) et R;:+Z c ]k+l(V)7 pour l Z 0. De
plus, R.. ., N J.(V), est un idéal fermé de R., , et I'idéal I de R.. , est défini
par un feuilletage dans (R..,,, R%, ;) si et seulement si

R, :=R.,0J.(V);.
Démonstration. Comme [ est un idéal de R, ,, on a
[R/?:-;-l,:c: TEkI] c TEkI .

Donc d’apres le lemme 10.4, il existe une équation différentielle R}, C R, sur
un voisinage U de x telle que R}, , = 7,/ et telle que I’on ait (10.6) sur U.
Puisque X est simplement connexe et posséde un recouvrement par des ouverts
sur lesquels il existe des R,,,-connexions sans courbure, l’ouvert connexe
maximal contenant U et sur lequel I’on ait une équation ayant ces propriétés
est égal 2 X tout entier, en vertu du lemme 10.3 (i) et du lemme 10.4. Vérifions
que R, est une équation de Lie. On définit R}., C R;,, de la méme maniére

N

que R}, a partir de z, .,/ et R,,,. Montrons que
(10.8) TRy, = R,
(10.9) R,.,C (R,

et que (10.7) est vrai pour [ = 1. Ces trois assertions ensemble entrainent,
d’apres le lemme 10.3 (ii), que R} est une équation de Lie. D’aprés le lemme
10.3 (i), 'image de R},, dans J,(T) est un fibré vectoriel =R} tel que
(Z).r, 7:%}) C 7 Ry.. Comme 7(R,, ) = R}, ;, d’aprés le lemme 10.3 (i) et
(10.6), on a 1’égalité (10.8). L’ensemble A des points ae X tels que
[Rii1,0s Ris1,al C© R}, contient x, puisque I est un idéal de R.. ,. Soient
une R, ,,-connexion sans courbure sur un voisinage simplement connexe B d’un
point a € 4 et @ = m,.,w. Si &, 7 sont des sections horizontales de R, ., et de

.1 respectivement par rapport a la dérivée covariante induite par o dans
J, (D), alors

@', £, 7]] = [a©®), £], 7] + 1§, @0, 9]l =0

pour tout { e J(J )z, et [&,7](a) ¢ R},,. Donc d’apres (10.6), [£, 5] est une
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section horizontale de R/, sur B par rapport a la dérivée covariante induite par
@’ dans J(T). On a donc (10.7) pour [ = 1 sur B, ce qui montre que A est
a la fois ouvert et fermé. Puisque X est connexe, on a 4 = X et (10.7) pour
l=1.8i¢eRy,,, 7€ Ry, on écrit & = v~ et I'identité (9.1) nous donne

(10.10) ERDy=I[Emm) — [6,9] e &,

d’apres (10.6) et (10.7). Comme R,_, est une équation formellement transi-
tive, I’on déduit de (10.8) et de (10.10) I’inclusion (10.9). Nous avons donc
démontré (i) et (ii). Le lemme 10.1 nous donne 1’existence de I’entier &, de
(iii). Si ¢},, est le fibré vectoriel noyau de z,.,: R,., — J., (D), alors
91,z = L. I, en considérant I muni de la filtration induite par R?, ,, et par
SUite ghor,z = Q%)+ pour I > 0. D’aprés le lemme 10.3 (ii), (95,)., est un
fibré vectoriel et, comme R}, ,; < (R},),, nous avons une inclusion de fibrés
vectoriels g%,,: C (g%, pour [ > 0. Puisque les fibres en x de ces deux fibrés
sont identiques, ces fibrés sont égaux. Du diagramme commutatif et exact

0 0

l l

/ 7
0—> Glorts1 —> (gko)+(l+1) — 0

l l

/ /
0 > Rko+l+1 > (Rko)+<l+1)

l l

0—> R;c“z I (R;co)u

|

Y

0

on déduit par récurrence que R} ,, = (R},),. pour tout { > 0, d’ott (iii). Le
lemme 10.3 (ii) nous donne I’existence de V et les inclusions R}.; C Ry, N
Jeri(V). Puisque IC R, ., NJ (V),, on a

T (Ve = m) C 7(Res N Tu(V)2) T I(V)s -

Comme [Z,,J(#)] C I(¥"), d’aprés le lemme 10.5, R.. . N J (V), est un
idéal fermé de R., . contenant I tel que

7D} = 7y(Ru,z N T(V)2) ©

Si I est défini par un feuilletage, on a donc I’égalité I = R, . N J.(V),. In-
versement, si I est un idéal fermé de R.. . tel que 7, (I) = J(V), et contenant
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R.. . N J1.(V),, alors I’image de 1’équation de Lie R C R, qui correspond a
7 l* et R, d’apres (i) est un sous-fibré W de T contenant V tel que R}, C
Jeo (W) et V, = W,. Par conséquent, W = VetlF =R,  NJ.(V),, ce qui
implique que ce dernier est défini par un feuilletage dans (R, ., R%, ,) et conclut
la démonstration de (iv).

Corollaire 10.1 (cf. [19]). Supposons X simplement connexe. Soit R,
une équation de Lie formellement transitive et formellement iniégrable dans
Ji(T). Soient x ¢ X et I un idéal fermé de I’algébre de Lie transitive R, .. 1l
existe un entier k, > k et une équation de Lie unique R} C R, dans J, (T)
formellement intégrable telle que

[Riper Ri) ] C Ry, R,,=1.

Proposition 10.3. Supposons que X soit connexe. Soient R, ,, une équation
de Lie formellement transitive dans J,, ,(T) et N, une équation différentielle
dans J(T) telles que (Z;,,, /] C N . Soit V un sous-fibré vectoriel de T
tel que [Zy,,, T(¥)] C T.(¥).

(i) Alors N, = N, N T (V) est une équation différentielle dans J,(T) et

[g—?k-{-l,ik] - ik .

Si V est intégrable et N, est une équation de Lie, N, est une équation de Lie.

(ii) SiR,., est formellement intégrable, il existe une équation différentielle
formellement intégrable N, dans I, (T) et un sous-fibré vectoriel W de V tels
que

~

TN =W,

[Z,]()] CI(¥), oi R, = m R, ,
[Brgssr A1) © Ay |
Nipar © Niggor N T (W), pour r >0,
N,=N_NJW)y=N_,NnI, V).

Si de plus V est intégrable et N, est une équation de Lie, ou si N,,, C R;,,,
alors N, est une équation de Lie et W est un sous-fibré intégrable de V.

(ili) Supposons que R, soit formellement intégrable. Soient R}, I'équation
de Lie formellement intégrable dans I, (T) et W le sous-fibré intégrable de V
donnés par (ii) tels que R, = R, N J (V) et noﬁ;o = W. Pour tout xe X,
Pidéal fermé R, , de R., , est défini par le feuilletage J (W), dans (R..,;, R%. ).
De plus, si X est simplement connexe, I’équation de Lie R/, coincide avec celle
donnée par le théoréme 10.1 (iii) a partir de Uidéal fermé R, , de R., . et
de R;.

Démonstration. (i) Les fibrés N, et J.(V) sont stables par la dérivée
covariante induite dans J,(T) par une R,,,-connexion sans courbure; donc
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d’aprés la proposition 3.2, N, est un fibré vectoriel. Si V est intégrable, alors
(), T(#] < J(#7). Donc si N, est une équation de Lie et ¥V est intégrable,
N, est aussi une équation de Lie.

(ii) Si R,,, est formellement intégrable, alors N,,; = Ni,; N J;. (V) est
un fibré vectoriel d’apres (i), le lemme 10.3 (iii) et le lemme 10.5, et

(10.11) (Zrirars 2] © A s

d’aprés (10.4) et le lemme 10.3 (jiii). Le lemme 10.3 (ii) nous dit alors que
I’application

T - Nk-&-t"’*]m(T) s

pour />0 et 0 <m <k + I, est de rang constant. D’apres [20, § 4] nous
avons

Nk+l+1 = (Nk+l)+1 ’ pour l > 0.

I1 existe donc d’aprés le théoreme 1 de [20] des entiers k, > k, I, > O tels que
I’équation différentielle N7, = 7,Ny, 1, oit formellement intégrable et Ny, =
Tros iV e+ 1,42 SOIt e I-i€me prolongement de N7, et N, = lim Ny, ,, = lim Ni=

R. N J.(V). On a évidement
[‘az’M,%l’ '/V:n] C '/V;n

pour m > k,, d’apres (10.11). D’apreés le lemme 10.3 (ii), I’image de N,CHZO
ou de N’Lo dans T est un sous-fibré W de V tel que [#,,J(#)] C J(#") et
N, C Jn(W) pour m > k,. Si N,,, CR;,,, alors N,, CN,, CR,,, pour
m > sup (k,, k + 1). Donc N;o est une équation de Lie d’aprés le lemme 10.3
(i1), de sorte que W est un sous-fibré intégrable de V. Si V est intégrable et
Ny est une équation de Lie, d’aprés (i), N;, est une équation de Lie et W est
donc un sous-fibré intégrable de V.

(iii) Si X est simplement connexe et x ¢ X, puisque 1’équation de Lie
formellement intégrable R, C Ry, vérifie [%y,.,, #},] C &y, elle coincide avec
I’équation de Lie donnée par le théoréme 10.1 (iii) & partir de R;, et de I’idéal
fermé R. . N J.(V), de R.. ,. Puisque R, .= R. , N J.(W),, d’apres le
théoreéme 10.1 (iv), R., , est défini par le feuilletage J,(W), dans (R, ,, R%. ;).

Soit R, une équation de Lie formellement transitive et formellement in-
tégrable dans J,(T). On note R, _, le l-iéme prolongement de R,. Pour m < k,
on pose R, = mpR;. Soit #(R,) I’ensemble des équations de Lie R/, formel-
lement intégrables d’ordre quelconque m > k dans T telles que

R, C Rn et [Zn.0,Z,)C R, ,
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et soit #(R;) la partie de #(R,) des équations R}, ¢ #(R,) pour lesquelles il
existe un sous-fibré intégrable I de T tel que

(Z, J (NI, 7R =J(V), RL=R.NJ.(V).

Si x e X, soient F#(R,,, ) I’ensemble des idéaux fermés de 1’algebre de Lie
transitive R, , et F(R., ) la partie de ces idéaux qui sont définis par un feuil-
letage dans (R., ., R%, .). Le lemme 10.3 nous donne une application

(10.12) FR) — SR,

qui envoie R, dans R., , = 1<i_r11 R;. .. .- D’apresla proposition 10.3 (iii), 'image
de #(R;) par cette application est contenue dans % (R.., ,).

Le théoréme 10.1 et la proposition 10.3 (iii) impliquent que :

Corollaire 10.2. Si R, est une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable dans J.(T) sur une variété simplement connexe X et
x e X, alors Uapplication (10.12) est surjective et deux équations de Lie R,,,
R} ¢ #(Ry) ont la méme image dans S(R., ;) si et seulement si 'une de ces
équations est le prolongement de I'autre. De plus, I'application F(R;) —
F(R.,,,) induite par (10.12) est surjective.

11. Equations de Lie projetables

Soit Y une variété différentiable dont on note T le fibré tangent. Soient
p: X — Y une submersion surjective et V' le sous-fibré intégrable de 7 = T,
des vecteurs tangents aux fibres de p. Alors

0 14 T-25 07T, —> 0

est une suite exacte de fibrés vectoriels sur X. Soient £ et F des fibrés sur X
et Y respectivement et ¢ : E — F un morphisme de fibrés sur p. On dira qu’une
section s de E sur U C X est ¢-projetable si gs(a) = ¢s(b), poura, b ¢ U avec
ofa) = p(b). Alors la section ¢s de F sur p(U), qui & y € p(U) fait correspondre
ps(a), ol a € U vérifle p(a) = y, est bien définie. On notera &, le faisceau de
sections de E qui sont g-projetables et J,(E; ¢) C J(E) I’ensemble des k-jets
de sections de &,; si ¢: E — F est de rang constant, c¢’est un fibré, et si de
plus E, F sont des fibrés vectoriels et ¢ est un morphisme de fibrés vectoriels,
c’est un fibré vectoriel. On notera %, % » les faisceaux de sections de F sur
Y et de p~'F sur X respectivement. Si J.(F; Y) est le fibré des k-jets de sec-
tions de F sur Y, on a une application

(11.1) 0: T(E; ¢) — J(F3 Y) .

Prenons E =T, F = Ty et ¢ = p. Le fibré J(T'; p) est une équation de Lie
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formellement transitive dans J,(T). L’application (11.1) nous donne des pro-
jections

0:J(T;0) = J:(Ty; Y), Pijk(TQP)—’jk(TY§Y),

et les suites exactes

(11.2) 0 —> J(V) —> J(T; p) —> p"T(Ty; Y) —> 0,

(11.3) 0 —> 1) —> J(T 3 p), —2> J(Ty) —> O .
On a
(11.4) [jk+1('9- 5 .0), Ty CI.(¥),

etsi€ e J . (9) vérifie [E, J,(¥)] C J(¥"), alors E e T, (T ; p). Dot d’aprés
Ie lemme 10.5:

Lemme 11.1. Soit R, une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable dans J,(T) dont on note R, I’image dans J,(T). Alors
[(Z,,] () CI(¥) si et seulement si Ry, C J(T; p). Si l'une de ces condi-
tions est vérifiee, (Ry) ., C J,.,(T; p) pour 1 > 0.

Si&,neJi(T; p), alors

(11.5) ol&, 7] = [p&, 7],
etsi &,7eJu(T ; p),, alors [£,7] e Ju(T; o), et
(11.6) ol€, 71 = [p€, o]

de plus, si 7y = vm;_,7, alors [£,91e J,_(T; p), et
(11.7) el&, 7’1 = [0€, o7'] .

Soit FAT; p)x l’ensemble des éléments ue A‘T*QJ,(T; p) vérifiant
Pue N\*71T*® J,(V) pour tout ¢ V'; c’est un fibré vectoriel (cf. [20, § 4])
et on a une projection

o FYT; o — N* T3 ®J(Ty; Y),
définie par
(EWE N -+« NE) = p& N -+ NED) S

ot ueFiT;p), §;6T et p§) =&;eTy, j=1,---,i;5 si ue FiT; ph,
v € FUT ; p)x, alors [u, v] € FiIUT; p)e_y et

olu, v] = [pu, pv]
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d’aprés (11.5). On note (AT * @ Ju(T ; p)), le sous-faisceau de A\*T*®
J(J ; p) de sections p-projetables de Fi(J ; p),; on a donc une application

e (N T*RIT 500, > N'TER NIy Y) .
On écrit Jy(Ty) = J,(Ty; Y) et
NIV ®TUT 500, = CTHF Qv NN T*®IT 5 0)), -
On a donc une application
o (N IT)*RTLT 500, — N I(T)* ®T (T ¥ Y) .

Siue (N I(TV*QIUT 5 )y v e (N I(T)* R TAT ; 0)),, alors [u,v]e
(NHI(T Y @ TT 5 0)), et

(11.8) olu, v] = [pu, pv] .

Si R, C Ji(T; p) est une équation différentielle et s’il existe une équation
différentielle R} C J,(Ty; Y) telle que p(Ry,,) = RY (., pour tout a € X, alors
o: (A), — Ry est surjectif; si, de plus R, est une équation de Lie, alors
d’aprés (11.6) Ry I’est aussi, et R} est formellement transitive si R, I’est. On
note R, ., le l-iéme prolongement de R,.

Définition. Une équation différentielle R, C J,(T'; o) est p-projetable si
pour tout [ > 0, R, ; est un fibré vectoriel et s’il existe une équation différen-
tielle RY,, C Ji.(Ty; Y) telle que p(Rx. ;o) = RY,1, 10> POUL tOUt a € X.

Le résultat suivant est notre version du théoréme de Kuranishi-Rodrigues
[23] pour les équations de Lie (cf. Rodrigues [25]).

Théoréme 11.1. Supposons que les fibres de p soient connexes. Soit Ry, C
Jo(T'; p) une équation de Lie formellement intégrable. Si Ry, N Jx, (V) est
un fibré vectoriel pour tout | > 0, alors R, est p-projectable.

Démonstration. Pour [ > 0, montrons d’abrod que I’équation différentielle
Riyi + Ji. (V) dans J; . (T) est une équation de Lie. En effet, si & ¢ Zy,;.,,
pedy, (¥), ona

[nk+L‘§7 77] = V—lg(é)v - (77-'077) K I—)é: € jk+l(V) + gk+l ’

ol 7 = y~'y, d’apres (9.2) et (11.4). D’autre part, il est clair que

Riror + Ji1adV) C Ryt + Jeut(P) sy -

Soit P%._,,, une forme finie de R, ;,, + Jx.;..(V). Le fibré O, . (V) des jets
d’ordre k£ + ! + 1 inversibles d’applications X — X qui sont g-projetables et
induisent I’identité sur ¥ est une forme finie de J,,,.,(V) et I’on a donc
Qry1.(V) C P4, au voisinage de I,;.,. Soient ye ¥, X, = p'(y). Si
ae X,, la projection “but”: Qi,;,,(V)(@ — X, est une submersion. 1l existe
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donc un voisinage U C X, de a tel que, pour tout b € U, I’on ait un élément
¢ P N O, (V)a) avec but ¢ = b. Comme X, est connexe, pour tous
a,be X, il existedonc ¢ e Pi,,.; N Q.;..(V) avec source ¢ = a, butg = b;
on a

(11.9 SRy 1,0) CRyrp + T2tV s
Sﬁ(]k-(»l(T; p)a.) c Jk+Z(T; P)b >

et pp = p en tant qu’applications de Ji,,(T; p), dans J,,,(Ty; ¥, De
(11.9), on déduit 1’égalité

o(Ry11,0) = P(Rk+l,b) .

Comme Ry,; N J;. (V) est un fibré vectoriel, la dimension de p(Rj. ;) €5t
indépendante de ae X. On obtient donc un sous-fibré vectoriel R}., de
Joo(Ty; Y) avec RY,, , = p(Ri,1,2), siy e Y, x e X vérifient p(x) = y.

Corollaire 11.1. Si X et les fibres de p sont connexes, toute équation de
Lie R, C J(T; p) formellement transitive et formellement intégrable est
p-projetable.

Démonstration. D’aprés la proposition 10.3 (i), Riy; N Ji(F) est un
fibré vectoriel pour tout / > 0.

Proposition 11.1. Soient R, C J,,(T; p) une équation de Lie formelle-
ment transitive et N, C J (T ; p) une équation différentielle telle que

['Jzk-(»l?'/Vk] C */Vk .

Supposons qu’il existe une équation différentielle Ry, C I..(Ty; Y) telle que
oRyi1,0) = RYi1 ), POUr tout a e X, et que X soit connexe.

(1) S’il existe une équation différentielle N C J,(Ty; Y) et x ¢ X tels que
(%0 1T HY et p(Nyz) = NY i, alors p(Ni o) = NY ., pour tout
aecX.

(i) S8i my: Np,y — Ny est surjectif, ot Ny., = (Ni),,, il existe une équa-
tion différentielle Ny C J,(Ty;Y) telle que (%}, /1S N7 et p(Nyi,o) =
NY otay PoUr tout ac X. '

Démonstration. (i) Lenoyau N, = N, NJ(V)de p: Ny — o~ (Ty; Y)
est un fibré vectoriel d’apres la proposition 10.3 (i). Il en résulte que la suite

0 —> N, N, -

‘ON/C O

est exacte et p/N; est un sous-fibré de p~'J,(Ty; Y). Montrons 1’égalité des
sous-fibrés pN; et p*NY de o7, (Ty; Y). De la suite exacte (11.2) et de
(11.4), on déduit par passage au quotient un crochet

el 01Ty ] CJe(T ;s Vx
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¢t que la dérivée covariante dans J,(T; p) induite par une R, -connexion
sans courbure nous donne une dérivée covariante J sans courbure dans le fibré
o U(Ty; Y) sur X. Vérifions que pN; et p"'N7 sont stables par /. Puisque
[Z: 1o /'&] Ny, Cest vrai pour pN. Puisque [Z7,,, /] T A et (N )y =
N &, Ox, d’apres (11.7) on a

(Zxrr)or (N D] (AW Dx
Comme #;,, = (Rr.1), &, Ox, on a donc
(Z s (N3] TN D)x s

et p7'Ny est stable par /. Comme les fibres en x de pN, et o~'NY sont égales,
Tégalité pN, = p~'N}/ découle du lemme 10.3 (i), et on a la suite exacte de
fibrés vectoriels sur X

0 —> Ny —> N —~

o 'NY{ —> 0. -

(i) Soient x un point quelconque de X et y = p(x). Soit E, le sous-espace
oNi,, de J(Ty; Y),. D’aprés le lemme 10.3 (i), on a [Ry,y, Nx] © Ny
Puisque 7, : Ny, — N, est surjectif, on a [R{?, ,, E,] C E, d’apres (11.5).
Donc d’apres le lemme 10.4, il existe une équation différentielle N} C
Jx(Ty; Y) surun voisinage Ude y ¢ Y telle que [ZY,,, /Y1 C A} et NY,=E..
D’apres (i), on a alors p(Ny o) = NY (., pour a € p~(U). Puisque x était quel-
conque, il existe un fibré vectoriel Ny C J.(Ty; Y) sur Y tout entier tel que
[F s /T C A et p(Ny o) = NY @ pour tout a € X.

Soient g = @0 g/, 5 = P Y’ des algebres de Lie graduées. Rappelons que

jz j=0
Der g = @ Der? g est une algébre de Lie graduée, ol Der/ g est le sous-espace

720
des dérivations de degré j de g. Soient

A:9—aq, p:g— Der}

des homomorphismes d’algebres de Lie graduées ; nous dirons que g et §j sont
entrelacées par 1 et y si ¢ détermine une structure de g-module gradué sur §
etsil’on a

() - B = [, gl pour tous «, 8¢ b,
Wpor) - B) = [, 2(B)] pour tous ¢ € g, B¢} .

Théoréme 11.2. Supposons que X soit connexe. Soit Ry,  C T (T ; p)
une équation de Lie formellement transitive ¢t formellement intégrable p-pro-
jetable. Pour 1> 1, soit RY,, TJ1:.,(Ty;Y) Iéquation de Lie telle que
PRy.1,0) = Riis o0y pour tout ae X. Soit N, C J(T ; p) une équation dif-
férentielle formellement intégrable teile que
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[gk+l>-/’/k] < /Vk .

(i) Alors Ny est p-projetable et il existe une équation différentielle Ny, C
Jo.(Ty; Y) formellement intégrable, avec k, >k, telle que o(Ng ,,q) =
N 1oy POUr tout ae X et [y i1, A1) T Ay, pour tout 1 > 0.

(ii) Si N}, est ’équation différenticlle formellement intégrable dans J (T)
donnée par la proposition 10.3 (i) a partir de N, et de V telle que N., =
N, N J.(V), alors, pour tout x € X, la suite

o

(11.10) 0 N.. No,s

N o —0
est exacte. L’inclusion N, C N, détermine une application
(11.11) ¢: H*(N,) — H*(Ny)

et p une application

(11.12) po: H¥*(N,) — H*(N?) ,

et on a une suite exacte

4

3 .
(11.13) ... — HI(N})—> HI(N,) LN H(NY)— HI"(N,) —> « - -

de groupes de cohomologie de Spencer. Si N', = 0, alors I’application (11.12)
est un isomorphisme.

(i) Si N, est une équation de Lie, alors N, et NY, sont des équations de
Lie et les applications (11.11) et (11.12) sont des homomorphismes d’algebres
de Lie graduées. De plus, nous avons un homomorphisme d’algébres de Lie
graduées

(11.14) p: H¥*(Ny) — Der H*(N;,) ,

et H*(N,) et H*(N},) sont entrelacées par ¢ et p.

Démonstration. (1) D’apres la proposition 11.1 (ii), N, est p-projetable;
$i Ny, = (Npoy, soit N, C Je(Ty; Y) I’équation différentielle telle que
ONri1,0) = Niip @ pour tout ae X. On a Ni,;.; C (N{.),, pour [ >0
d’aprés [20, § 4] et, comme N, est formellement intégrable, les applications
Tg.y: Nioio1 — NY., sont surjectives. Le théoréme de Cartan-Kuranishi nous
donne 1’existence de I’entier k, > k.

(i) Si Ny, = Ny N T (), de la suite exacte

0 —> Nuyi —> Npoy —5 p"INY,, —> 0,

on déduit ’exactitude de la suite (11.10). On pose
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(N TI* Q@ N w)y = (NTIIT)* @ W) N (NT(T)* @ Tn(T ;5 0)),

Pour m > k + n, nous avons le diagramme commutatif

(=]

0 0

!
= D = D =
00— ./Vm —> Jo(f)*®./f/m_‘1——)""—‘—) /\nJo('T)*®‘/V‘m—n_)0

e

0 (), Lo UTV* ® Fm) 2 oo —r (NP IL(TV* ® ) O

P
lp o e
Y

5 ) -
0> A —> J(T)*QR N,

D ~
> ——> N I(T)*Q AN, —>0

0 0 0

dont les colonnes sont exactes et les lignes sont des complexéé. Si HIWNWm_;

désigne la cohomologie de la deuxi¢me ligne de ce diagramme en (A ¢ J(7)* @

N m_;),etsil’on pose H¥(Np)n = @ Hi(Ny)n, on obtient ainsi une application
720

(11.15) o: Hf¥(Nm — H*(N)

et une suite exacte

(11.16) o > Hi(N ) —> HINYm ~> HINm

N N\

pour m > k, + n, puisque Ny,; = (Np),, pour I > 0. D’aprés les théorémes
2 et 3 de [20], il existe un entier m, > k tels que les applications

(11.17) H*(Ny) =% H*(N\)m —= H*(N)n ,
(11.18) Hf(Nw)m = H*(N ) = H*(Ny)

soient des isomorphismes pour tout m > m,; a ’aide de ces isomorphismes,
de (11.15) et de la suite exacte (11.16), on déduit 1’application (11.12) et la
suite exacte (11.13) du théoréme 3 de [20]. Si N, = 0, I’équation différentielle
N, est nulle et la suite exacte (11.13) nous dit que (11.12) est un isomorphisme.

(i) Supposons que N, soit une équation de Lie. Alors le crochet de
N ILT)* @ T.(T ; p) détermine une structure d’algébre de Lie graduée sur
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H¥*(Npm = @ Hi(Nyn et Papplication (11.18) est un homomorphisme
jz0

d’algebres de Lie graduées. D’aprés (11.8), 1’application (11.15) est un homo-
morphisme d’algébres de Lie graduées et a 1’aide du § 3 de [20], on voit que
(11.17) I’est aussi. Donc les applications (11.11) et (11.12), qui sont des com-
posées des applications précédentes, sont aussi des homomorphismes d’algebres

de Lie graduées. Si ue (N\*J(I)*Q N n), veE NTT(IT)*® N'm, alors
d’apres (11.8) on a [u,v]le AW I (I)*® jm, d’ot un homomorphisme
d’algebres de Lie graduées

H¥(Ny)n — Der H*(Ny)r,

dont on déduit I’homomorphisme ¢ a 1’aide de (11.17) et de (11.18). On vérifie
aisément que ¢ et u entrelacent H*(N,) et H*(V;).
Remarque. Les formules (9.11) et (9.12) montrent que les homomor-
phismes (11.14) obtenus & partir des crochets (9.3) et (9.4) sont les mémes.
Remarque. Le théoréme 11.2 (ii) nous donne une suite exacte de coho-
mologie

. —> HI(R,) —> Hi(Ry,,) ——> HI(R}})

— > HI*R)) —> -+,

(11.19)

ou R}, C J(V) est I’équation de Lie formellement intégrable donnée par la
proposition 10.3 (ii) telleque R, = R, N J,(V), et Ry, C J; (Ty; Y) est’équa-
tion de Lie formeliement intégrable qu’on obtient a partir des équations de Lie
RY,,. Si X et Y sont des variétés analytiques réelles, p: X — Y est une sub-
mersion analytique, et R,,, une équation analytique, et si I’on considere les
groupes de cohomologie de Spencer H/(R,.,) obtenus a partir des sections
analytiques des fibrés, alors Hi(R},)) = Hi(R:.,) = 0 pour j > 0. De la suite
(11.19) pour ces groupes de cohomologie, on déduit la surjectivité de 1’ap-
plication

o: HS;(Rk-H)x - Hﬂ(RZ’l o)

pour tout x ¢ X, et ’on obtient un résultat de Rodrigues [25].

Nous dirons qu’une équation de Lie R, C J,(T'; p) formellement intégrable
et p-projetable est un prolongement de 1’équation de Lie Ry, C J,.(Ty;Y)
formellement intégrable si p(R,,) = R @, pour tous a ¢ X et m > sup (k, k")
etsip: R, ,— RZ ., est un isomorphisme pour tout a € X. Si R, et RY. sont
formellement transitives, 1’équation de Lie R}, donnée par la proposition 10.3
(ii) a partir de R, et de V est nulle et le théoréme 11.2 (ii) et (iii) nous dit
alors que p définit un isomorphisme d’algébres de Lie graduées

p: H*(Ry)o — H*(RY),a,
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pour tout a € X.

En prenant ¥ = X et p l’application identité de X, on voit que le i¢me
prolongement R, ., d’une équation R, C J.(T) formellement intégrable est en
fait un prolongement tel qu’il est défini ci-dessus.

Sip: X — Y est un difféomorphisme, alors J,(T'; p) = J.(T) et p: J.(T), —
Je(Ty; Y),m est I'isomorphisme 7 r1(0)(x), et toute équation différentielle
R, € J.(I) dont les prolongements R,.; sont des fibrés vectoriels est
o-projetable.

Si R;, R% sont deux équations de Lie dans J.(T) et x, x* ¢ X, nous dirons
que (R, x) et (R}, x*) sont localement isomorphes sur X s’il existe un difféo-
morphisme local f de X défini sur un voisinage U de x tel que f(x) = x* et

fk+l(f)(Rk|U) = Ri[f(U) -
On a alors

.7k+z+1(f)(Rk+uU) = RiHIf(U)

pour tout [ > 0 et ]”m(f)(x)(Rm,x) = R 3 si Ry est formellement intégrable,
R, est un prolongement de Rj.

La proposition 11.1 (i) nous donne:

Proposition 11.2. Soient R, R}, deux équations de Lie formeliement transi-
tives et formellement intégrables dans J,(T) et f un difféomorphisme local de
X défini sur un voisinage connexe U de x ¢ X tels que

jk+2(f)(Rk+liU) = R?c+11f<U> .

Si N, Nt sont des équations différentielles dans J,(T) telles que
Zrus VI C A, R, KT A,

et si

T DOWx,2) = N0 5
alors

TeaDWew) = Ny
et f définit un isomorphisme
fr H*(Nw)g — H*(ND ja)

pour tout a € U, qui est un isomorphisme d’algébres de Lie graduées si N, est
une équation de Lie.

Soient Z une variété différentiable et ¢: ¥ — Z une submersion surjective ;
alors © = g0 p: X — Z est une submersion surjective et on a



192 HUBERT GOLDSCHMIDT
(11.20) Ju(T;0) NJn(T;7) = {ueJu(T; p)|pu e Jn(Ty; Y;0)},
(11.21) oUn(T; 0 NJn(T;0) CTIa(Ty;Y;0) .

Théoreme 11.3. Soient R, < J(T) une équation de Lie formellement
transitive et formellement intégrable et R}, e F(R;) et W le sous-fibré in-
tégrable de T tels que

R, =W, R.=R.NI.(W.

(1) S8ixe X, enremplacant X au besoin par un voisinage de x, il existe une
variété différentiable Z, une submersion o: X — Z, une équation de Lie for-
mellement transitive et formellement intégrable Ri C I,(Tz;Z), avec
k, > k, telles que W soit le sous-fibré de T des vecteurs tangents aux fibres de
g et telles que R, soit g-projetable et

(11.22) o(Riys1.0) = Riii o

pour tousac X et [ > 0.
(i) Soit p: X — Y une submersion telle que R, soit p-projetable et, si V
est le fibré des vecteurs tangents aux fibres de p, telle que

R, CR.NJI.(V).

Si R, < 1, (Ty:; Y) est une équation de Lie formellement transitive et for-
mellement intégrable, avec k, > k,, telle que

—_ ’7
p(Rlcg+l,a.) = Rpoii,oa)

pour tous ac X et 1 >0, il existe une submersion t: Z — Y définie sur un
voisinage U de o(x) telle que le diagramme

(11.23) al \

AR
soit commutatif et R}, soit t-projetable et

144
T(Riwl,b) = sz+l,r(b)

pour tous be Uet | > 0. Si R, = R, N J(V), alors R}, est un prolongement
de RY,.

Démonstration. (1) L’existence de ¢ au voisinage de x, telle que W soit
1e sous-fibré de T des vecteurs tangents aux fibres de ¢, résulte du théoréme
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de Frobenius. Puisque [Z,, J(#)] C J(¥#"), on a R, C J,(T; ¢) d’aprés le
lemme 11.1, et, en remplacant X par un voisinage de x, d’apres le théoreme
11.1, R, est o-projetable. Du théoreme 11.2 (i), on déduit I'existence de
I’équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable R} C
Jo (T 73 Z) vérifiant (11.22).

(i) Puisque W C V, le théoréme de Frobenius nous donne des variétés
différentiables Y,,Z,, des submersions surjectives p,: X — Y, ¢,: X — Z,
définies sur un voisinage de x et une submersion surjective t,: Z; — Y, telles
que le diagramme

X

J K
[51
k21

Z1—""’Y1

soit commutatif et que V' soit le fibré des vecteurs tangents aux fibres de p; et
W le fibré des vecteurs tangents aux fibres de ¢,. Comme les dimensions de Y
et de Y, sont les mémes, il existe des difféomorphismes f: X — X défini sur
un voisinage U, de x et f,: Y, — Y défini sur un voisinage de p,(x) tels que
f(x) = x et le diagramme

X
lh { 4

v
Y Y

soit commutatif. On en déduit que T PD@UT M) = T,(V) sy, pour tout
ae U, etil en suit que f est p-projetable; c’est-a-dire, il existe un difféomor-
phisme f,: Y — Y défini sur un voisinage de p(x) tel que pof = f,op et
f{o(x)) = p(x). Par conséquent, fi*of,oz,: Z, — Y est une submersion définie
sur un voisinage de ¢,(x) telle que le diagramme

X

‘ \
151
J 7t f10m)

A Y

soit commutatif. Les mémes méthodes nous donnent un difféomorphisme
g:Z—Z, défini au voisinage de o(x) tel que g(o(x)) = o,(x) et que le
diagramme
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x4 ¥

ERE
z- %,z

soit commutatif. On pose ¢ = f;'of, 07, c g et on obtient ainsi une submersion
t: Z — Y définie sur un voisinage de o(x) telle que le diagramme (11.23) soit
commutatif. Remplagons X par un voisinage de x et Z par un voisinage de

o(x) de sorte que ¢ soit surjectif et ¢ soit défini sur Z tout entier. D’apres
(11.21),ona R, C 1, (T5; Z; 7), et d’aprés (11.22) et (11.23)

T(Riz+l,a(a,)) = P(Rk2+l,a) = ;c,z+L,p(a.)

pour tous ae X et [ > 0. Donc Rj, est r-projetable et on a un diagramme
commutatif

Rw,a
al o

T 14
Rgo,v(a) —__>R°°1P(¢,

pour tout a € X, ol = est un épimorphisme. Si R, = R, N J.(V), on voit que
R’ est le noyau des épimorphismes ¢ et p de ce diagramme, de sorte que
T RE 0y — R, .0, est un isomorphisme pour tout a € X, et RY est un pro-
longement de Rj,.

Soit Fi*7(p) le sous-fibré p* A\*T¥ A N\7T* de A\**/T*, pour j > 0; on
pose Fi*(p) = Fiti(p) pour j < 0. Alors Fiti(p) C Fi*/(p) et F{(p) = N\’ T*.
SiR, CJ.(T; p), R, C I,.(Ty; Y)sont des équations différentielles telles que

p(Rp.o) = L
pour tout a ¢ X, on pose pour j > 0
Fi''Rm; ) = {ue A"/ T*Q Ry |(d ® p)u € Fi*¥(p) @z R7} -
Sion pose Fi*/(Ry; 00 = AN/ T*Q (Rn N I,(V)), pour j <0, alors
FiRr; 0 = N'T*®R,,  FiiilRn; 0 CFYRn;0),
Fi*(0) @ Rn C F*/(Rn 0)
et la suite
00— Fii{Rn; p) —> Fi"/(Rn; p)

(11.24)
L NVF Ry (N TE® R —> 0
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est exacte pour j > 0, ol p envoie u ¢ Fi*/(R, ; p) dans I'éiément pu défini
par

(EWEN - NERT AN -+ A7)

(11.25)
=P(u(51/\"'/\§j/\7]1/\"‘ /\771))7

avec &, -, 5;eV, 9, -,y eTet], =pp)eTypour 1 <I<Li.Ona
FiRn; p) = (N'T*® Ry) N FUT; O »
et pour j = 0, (11.25) définit une application
o: FiRn; p) — N'TE® R,
et
N T*Q An)y = (N T*Q Zn) N (N T*QTn(T; 0)),

est le faisceau des sections p-projetables de Fi(R,, ; p) (cf. [20, §4]). On pose

(NI @ Z), = (N TLITVF @ Zm) N (N TLT)* R Tn(T 5 0)), -
On a FUT; p)n. = FilUn(T; p); p) et la suite

0 —> NT*® In(V) —=> FUT 3 0 ——> 0~ (N TE @ To(Ty ; ¥)) —> 0

est exacte.

Soient Z une variété différentiable et o: Y — Z une submersion surjective ;
on pose ¢t = gop: X — Z. Soient W et V' les sous-fibrés de T et Ty des
vecteurs tangents aux fibres de ¢ et de ¢ respectivement. Alors J,,(W'; p) est
Jimage inverse par 1’application p: J,(T; p) — o™V (Ty: Y) de o7 1, (V'3 Y),
et la suite

0 > Ju(V) —> Tu(W3 0) —25 07U n(V'; ¥) —> 0
est exacte. Montrons que
(11.26) FUT; 0n N FAT ;0 = {u € FUT; pmlpu € FiTy; 0)n} ,

ot FTy; Dn C N TER I(Ty; Y; o). En effet, soit u e Fi(T ; p)n; alors
pue N'TEQRIn(Ty; Y), itpue Fizi(T; p)m et oi(pu) e N 7' T @ In(Ty; ),
pour tout pe T. On a

eli(pu) = i(Pou
pour tout pe T, ou 7 = p(y) € Ty. Donc, sinpe T et = p(p) € Ty, on a
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Pue N"T'T*® T.(W 5 0)
si et seulement si
iMoue N'"'TER T,V Y) .

Puisque po(W) = V7, d’aprés (11.20) on en déduit que u € Fi(T ; 7) siet seule-
ment si pu € Fi(Ty; o). On vérifie aisément que le diagramme

FAT; 0)n N FAT; 7)y,

T
o

FiTy; )n—"—=N\T; ®In(Tz; Z)
est commutatif, et donc que

Fo (T = (N T*QTn(T 500, N (N*T*®Tn(T ;5 0)).

(11.27) T
={uec(N°IT*QRI (T ;0),lpue (N TFRIn(Ty; Y;0),}

et que le diagramme
Ff:,r(g-)m
(11.28) e
NTERIT v Y;0),—"—=NTEQ (T 23 2)

est commutatif. On pose
Fo (Dm = (NTI* R Tn(T 500, N (N T(IT)*®Tn(T 5 7)),

Proposition 11.3. Supposons que X soit connexe. Soient Ry, C J, ..(T; p)
une équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable et
N C J.(T) une équation différentielle formellement intégrable telle que

[Ziors ] © Ay .

Soient R, ., CJi, . (Ty; Y) une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable et N{, C J, (Ty; Y) une équation différentielle for-
mellement intégrable, avec k, > k, telles que

74 4 4
[‘%klw‘-l-&l’ '/Vklﬂ] c -/Vklﬂ s

77 77
P(Rkl-:-LH,a.) = Rpiltlpa) P(Nk1+2,a) = Nk1+z,p(a) »
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pour tous ac X et 1 > 0. Soient Z une variété différentiable et 6. Y — Z une
submersion surjective et R\, C J,.(T 7 ; Z) une équation de Lie formellement
transitive et formellement intégrable et N7} C I (Tz; Z) une équatiorn dif-
férentielle formellement intégrable, avec k, > k,, telles que R}/, et NY, soient
g-projetables et
[~;c,:+L+17 ;c,:+z] c ;c,j—.‘-l ’
G(R;c,z+1+1,b) = ;c/j+l+1,a(b) > G(N;c,2+l,b) = N;c,:+l,u'(b) s

pour tousbeY et 1> 0.
(i) Siz =o00p, alors Ry,, et N, sont z-projetables et

(11.29) (Ryye141,0) = Rifiiin o >
(11.30) ™Niyir0) = Nidorca

pour tous ac X et 1 > 0, et le diagramme

H*(Ny)
(11.31) lp {
H*(Ny)——H*(N;

dont les applications p, o, sont données par le théoréme 11.2 (ii) est com-
mutatif.

(ii) Soient X, une variété différentiable, g,: X — X, et p,: X, — Z des
submersions surjectives telles que le diagramme

x -5 x,
1 |
|e g
Y & Y
Y —Z
soit commutatif et telles que R, et Ny soient ¢,-projetables. Soient R} ,, C
Jees1i(Tx,3 X une équation de Lie formellement transitive et formellement

intégrable et N, C I (Tx,; X;) une équation différentielle formellement in-
tégrable, avec k; > k,, telles que R} ., et N%, soient p,-projetables et

. s .
['%'123+L+17 ‘/Vks-:-L] C ANt s
— 3 — %
Ol(Rlc3+l+1,a) - Rk:+l+1,a1(a) ] al(Nk;+L,a) - Nk3+l,a1(a,) ?

* — 43 % — 17%
pl(Rk3+l+l,c) = B i1a1,p00) 3 Pl(N?cwl,c) = Nk:+l,p1(c) »

pour tous ac X, ce X, et 1 > 0. Soient V, le fibré des vecteurs tangents aux
fibres de p, et N}, N} les équations différentielles formellement intégrables
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dans J, (T) et 1, (Tx,; X)), avec k, > k,, données par la proposition 10.3 (ii)
a partir de N et de V et a partir de N%, et de V, respectivement telles que
N,=N,.NJ.(V) e¢ Ni¥=N,NJ. (V). Alors 6/N.,,) CNZ, . pOUr
aeX. Sio(N.,,,) = N7, . pour tout ac X, alors N}, est g,-projetable et

(11.32) 01N r1,0) = Nt o0

pour tous a€ X et | > 0, et on a un diagramme commutatif et exact

e > HINL) —> HINY) —> HINY) —> HIP(N]) —> - -
(11.33) j(ol lal |« lal

v
. — HI(NE) —2> HI(N%) 25 HIN® ——> HIYNE) —> - - -

dont les lignes nous sont données par le théoréme 11.2 (i1). Si, de plus, N,
est une équation de Lie, toutes les autres équations différentielles sont des
équations de Lie, et, si

u: H¥(Ny) — Der H¥(N7) , ¢f 2 H*(N%) — Der H*(N)
sont les homomorphismes d’algébres de Lie graduées (11.14), alors
(11.34) o (gla) - B) = pio(e)) - (B)
pour tous o € H¥(N,), 5 € H*(N}).
Démonstration. (i) D’aprés (11.20), R,., et N, sont z-projetables, et on

a done (11.29) et (11.30). D’apres le théoréme 3 de [20], il existe un entier
m, > k, tel que les applications

HiN)m — H*Ni)m ,  HINim — H*Nidm »
(11.35) H*(N{)m — H*(NY )

sojent des isomorphismes pour tout m >m,. Si ue A7 J(T)* ® N ,, avec
m > m,, vérifie Du = 0, montrons qu’il existe u, € (A7 J(T)* Q@ N ) N
Fi(T)etve NI I(T)* @ Ny, tels que

(11.36) u=u + Dv.

On peut supposer, d’aprés notre hypothése sur m, sans perte de généralité,
que u € (N T(T)* ® A ),. Alors pu € N7 J(T y)* @ A, et vérifie Dpu = O
d’aprés la proposition 4 (ii) de [20]. Puisque (11.35) est un isomorphisme, il
existe #' € (N J(T p)* @ A7), et w’ e NI I(T )* ® A7, tels que

ou = u + Du” .
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Soient v" € (N!T(I)* @ W), etv e (NINI(IT)* @ A .0, vérifiant pv’ =
u' et pv = u”. Alors

ol —v —Dv)y =0,

de sorte que, si N, =N, NJ,(V), alors v, = u — v — Dv appartient
a /\J'JO(F)*®J17~m etu, = v+, 2 (A T(T)* QA ,),. On a donc la relation
(11.36), ou u, vérifie pu, = u’. Comme u ¢ (\7J(T y)* @ A7), on voit
d’aprés (11.27) que u, ¢ F 7..(9). Maintenant tout élément « € H/(N,),, avec
m > m,, posséde donc un représentant ue (A’J(T)* ® W) N Fi(T)
vérifiant Du = 0. Alors pu est un représentant de la classe pa ¢ H/(NY), et
7u un représentant de e € HI(N.H,,, tandis que ¢(ou) est un représentant de
o(pa) € HI(NY?),,. Puisque o(pu) = zu d’aprés la commutativité de (11.28), le
diagramme

H*(Ni)m

P

BN ———=H*Ni)m

est commutatif pour m > m,, d’ol la commutativité de (11.31).

(i) Soient N, = N, N J,(V) et Ni, = Ni, N J.(V) pour m > k,. Alors
6:(N o) C Nﬁn,,l(a) pour tout ae X, de sorte que ¢,(N.,,) C NZ, (. Soit
[, > 1 un entier tel que

r N % N4
Nm —_ ﬂmN’m.-%-lu > Nm - n'mNm+Lo

pour tout m > k,. Si ;(N%.,.) = N% .., pour tout a € X, il est clair que N7,
est g-projetable et que ’on a (11.32).

Démontrons maintenant les lemmes suivants.

Lemme 11.2. Sig,(N.. ) =N7% , o, pourtoutae X etucFiii(AN .y o)

T+ 7

Firi (N o orys 01) avec m > ky, il existe w' ¢ Fiti( A7, ; o,) tel que
Tplh — W e FiI N ns0) N FE{(WV ns0) s

si Du = 0, il existe v ¢ Ft*i"Y(A7,,.; a.) tel que
Tmlh — DV € Fiti(AN 5 2) N Fiti(A s 0) -

Lemme 11.3. Si 0,(N},..) = Nif ..y Dour tout aeX et ue (N\*9*®
N maide N FUAN s 1) avee m > ky, il existe v’ € Fi(o) @ N7, tel que

Tah — W e (N T*FQRQ N ). N (N T*Q Ay, -

oo

Lemme 11.4. Si o,(N. ) = NZ, ., pour tout acX et ue(N\*7*Q®
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N s Geni)e oy AveC m >k, et xe X, il existe ve (N\'T*® N, N
Fi (T ), tel que pv = mu.

Démonstration du lemme 11.2, 11 suffit de considérer le cas ou j est positif.
Soit V] le fibré des vecteurs tangents aux fibres de ¢, ; alors V7, C . Puisque
ue FiZi AN p,,57), on a c(i{§)u) = 0 pour tout £ € 77} ; donc

(A @ o)EEW) € NPT T * Q (N4 )x

pour tout £ ¢ 7. Il en résulte que
oue N'VFQN' T (O Nz, omntte N1V TFO(N'TEO N Dx -

Or il existe ' e Fi*i(AN7,;0,) tel que o4 = omuu. Alors rm,u —
weFri Ny e)eto(nu — u') = 0, de sorte que m,u — ' € Fiii(AN p s 0).
Comme z(N}) = 0, on a n,u — w e Fit{)(A ;7). Si Du = 0, alors d’apres
la proposition 3 de [20], #,.:1,-1d5/x,04 =0, et puisque [, >1, on a
Ay x,00mptt = 0. Il existe donc v,e ANT'PTFRN'TEHQ AL Dy et
ve Firi=y (4 .15 0) tels que dy/x, 7,0, = ot et 0,9 = v, (cf. [20, §4D.
Alors ¢, Dv = g,n,u et on peut dans ce cas prendre u’ = Dv.

Démonstration du lemme 11.3. Puisque u € F(A 1, 11,50) NFUAAN ni1037)s
d’apres (11.27) on a gy e Fi( A%, ., ; p))x- D’autre part cu e AT 5 @ A7, ,
et il existe donc v € (A\* T %, ® A%, ,),, tel que pv = zu. En considérant v
comme élément de Fi(A% ., ; p)y & I'aide de o,: X — X, et I’application
o1 Fil(AN i 02— (N*TEQ N % Dx, alors pilou — v) = zu — pv = 0.
Donc o,u —ve (A*T % Q A%, )y, de sorte que o rplt — w1, = wplow —
e (N TEQNDy Alors il existe v’ € Fio,) & A7, tel que o’ = oyt
~x,v. De plus, oz u — u)=n,0e (N TEQ A%, e mu—
we(N'T*Q ANp),,. Comme z(N,) = 0,onarn,u —u' e (N\N'T*QAN,)..

Démonstration du lemme 11.4. 1l existe u; € (N*T* Q N 'y iinide s tel
que pu; = u; d’apres (11.27), w, € F% (9 )n., j.1y1,- Par applications succes-
sives du lemme 11.2, il existe u, e (A* T * & A7), tel que

Tty — Uy € FAN fiqys ) -
Comme 7,4, € (N*T*Q N o). et e(NL,) =0, 0na
Tmotth — Uy € (N* T *Q N mmiay): -
Le lemme 11.3 nous donne maintenant u, € Fi(A7, ; 0,), tel que
V= Tplly — Tty — Us € (N*T*Q N )0 -

Puisque p(N;) = 0,0nav e (AN T*Q N ) NF! (T )n €t p¥ = prply = Tpli.
Revenons maintenant & la démonstration de la proposition 11.3 (ii). A cause
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de (i) et de la commutativité du diagramme (11.31), pour démontrer que
(11.33) est commutatif, il suffit de montrer que le diagramme

H/ (Nkl)p(z) ——) H]H(N )z
(11.37) J«” lal
a
H](N;c/j) oy > Hi* 1(N7cg)a1(1«')

est commutatif pour tout x € X. Supposons que I’on ait (11.32) pour tout
ae X et!l>0. Soit m, > k, un entier tel que

H* (N =~ H*(N} )y = HEWN ), H¥WE) = H¥N)m = HE N
H*(NY) = H¥ (N p = H¥ND, . H¥WNY) = HXN{D,

pour tout m > m,. Soient x € X avec p(x) = y et a ¢ H/(NY),. Il existe un
representant ue (N J(T ¢)* @ N s iiniors)ey d€ @, avec m > my, Verlﬁant
Du = 0. D’aprés le lemme 11.4, il existe v € (A7Jy(T)* @ N mitosonz
Fi (T mtero tel QUe o0 = mpgyuiti. Alors Do e (A7 (T ® Fpyr) N
Fit T e, € mnDv e (NI (T)*Q A7), est un représentant de
da € H'*Y(N} ). De plus, o7, Dv e (AT T(T x)* ® 479, sy €St Un repré-
sentant de g,0a € H*Y(NE), 2y €t 010:0 = 0Ty ¥ € /_\J' J(T D* @ N
est un représentant de oo € H/(N{7), ., Il en 1ésulte que Dav e ATV T (T x )*®

7% 1 €t que 7, D00 = 0,7,DV € (N7 T(T 1 )* @ N1,y €St UD Tepré-
sentant de do, d’olt I’égalité dsa = o,0c et la commutativité de (11.37). Si
N; est une équation de Lie, montrons maintenant que I'on a (11.34). Soit
m, > m, un entier tel que

H*(Ny) = H*(Np)p = H*(Nk)m = H:i(Nk)m s
H*(N3) = H¥*(Ni)m = HE (N} )n

pour tout m > m,. Solent m un entier > m, et ac H'(N,), e H/(N,).
D’aprés la démonstration de (i), il existe un représentant u, € (A*J(9)* &
N msiiniosy) N Fo (T ) mianyior: de a vérifiant Du, = 0. Comme p(N.) = 0,
par applications successives du lemme 11.2, on obtient & partir de u, un re-
présentant u, € A\*J(T)* @ N .10 de a tel que

(V* ® V)uz € F:::(JVm-;-ZoH; 01) N Fz,r(y)m+lg+1 -

Puisque Du, = 0, la proposition 4 (i) de [20] nous dit que le représentant
U = Tyl appartient 3 (A J(T)* @ N 1oy N FL AT )mys,- D’apres notre
hypothése sur m, il existe un représentant v e (/\’ Jo(ﬂ' )*Q N hi)a de B
alors [, v] € (AT T(T)* ® N mar)o, €t multt, ¥] € (AT T(T)* ® AL,
est un représentant de u(x)-8. Alors ow,[u,v] est un représentant de
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o.(u()- B) € HI(NE). D’autre part, gue (AT (T z)* ® A%, d’aprés
(11.27) est un représentant de g, € HI(N%) et v € N7 J(T x)* @ A%, de
0,8 € HI(N7Y), de sorte que o,mnlu, v] = nnulowu, ovl e AT I(T £ )5 ® A%
est un représentant de p(g,(@))-¢,(8), ce qui démontre (11.34).

12. Prolongement et équivalence locale d’équations de Lie

Soit 9x(T'; p) C S¥I(T)* @ J(T) le sous-fibré noyau de zy_,: J,(T; p) —
Jei(T'; ). Sip*: T¥ .,y — T%, pour x ¢ X, est I’inclusion induite par p, alors

9u(T; p) = SI(D* @ J,(V) + (0*S*T$) & J«(T)

_ T (T £ R OueSH(D*QT,(V)
- {u € SUI)* @ 1o(T) pour tout & e J,(V) } '

Soit Q.(p) le fibré des jets d’ordre k inversibles d’applications X — X
p-projetables (i.e., qui induisent des applications ¥ — Y); c’est une forme
finie de J(T'; p). Si

0%.(p) = {g € Qr.i(0) |7 = 14(x), si x = source ¢},

alors on vérifie que

aQﬁ—l(P) = gk+1(T; P)

et par conséquent que

Q:.:(0)(a, b) = {¢ € Qi.1(a, b) | §Tu(V)a) = J5(V)s}

pour tous a,b e X. Les automorphismes de X solutions de Q,(p) considéré
comme équation différentielle sont les automorphismes de X p-projetables. On
note p: Q.(p) — O4(Y) la projection naturelle de Q(p) sur le fibré Q,(Y) des
jets d’ordre k inversibles d’applications ¥ — Y. Le fibré O, (V) des jets de
Qy(p), dont I'image par p dans Q,(Y) est égale au jet d’ordre k de I’identité
Y — Y, est une forme finie de J (V). ,

D’aprés le corollaire 3 de [20] et les méthodes du § 5 de [20], on peut
démontrer le

Lemme 12.1. On a g.(T; p),, = gx(T; o) pour k > 1, et H™(g,(T ; p))
=0pourm>1etj>0.

Soient x e X et y = p(x) ¢ Y. La proposition suivante est une conséquence
des résultats de Rim [13] et du lemme 12.1.

Proposition 12.1. Soient L une algébre de Lie transitive, L' une sous-
algébre fondamentale de L et z,: L — L/L° la projection naturelle. Soient
i: L — J(T; p), une application et iy: L/|L" — J(T), un isomorphisme tels
que le diagramme
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I

L > 1(T; 0)z

o

L/l (D).

soit commutatif et

[i,(8), 11(77)] = ioﬂ'o[éa 77]

pour tous &,pe L. Alors il existe un monomorphisme i: L — J (T; p),
d’algebres de Lie transitives tel que &, i = i,. De plus, si I’ est une autre ap-
plication vérifiant ces conditions et si n,oi’ = myoi, il existe ¢ € O (0)(x, x)
tel que goi =1 et 1 = I, (x).

Le résultat suivant est une version relative du théoréme III de Guillemin-
Sternberg [7] et sa démonstration est une généralisation facile de celle de ce
dernier griace au lemme 12.1 (cf. Rim [13]).

Théoréeme 12.1. Soient L' C J (Ty; Y), une sous-algébre de Lie transi-
tive fermée, L une algébre de Lie transitive et ¢: L — L’ un épimorphisme
d’algébres de Lie transitives. Soit L® une sous-algébre fondamentale de L telle
que ¢(L C L' N I%(Ty; Y),. Pour tout isomorphisme a: L/L® — Ji(T), tel
que le diagramme

L/ 251,
¢ e
Y Y

L'JL" — J(Ty; Y),

soit commutatif, ou L® =L NI,(Ty;Y),, il existe un monomorphisme
d’algébres de Lie transitives

itL—J (T;p):
tel que:
(1) LY =iL) NJLT; p)zs
(ii) [Papplication induite par i
L/L' - J(T),
soit égale a a;

(i1) le diagramme

L J.(T; 0);

é lp
A4

L —— J.(Ty; Y),
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soit commutatif.

Sii': L —J.(T; p), est un autre monomorphisme vérifiant ces conditions,
alors il existe ¢ € Q.. (V)(x, x) tel que goi = 1.

Supposons que Y soit munie d’une structure de variété analytique réelle.

Théoréme 12.2. Soient R C J .(Ty; Y) une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable dont on note RY.., le l-iéme
prolongement, et L une algebre de Lie transitive et L° une sous-algébre fonda-
mentale de L. Soient yeY et ¢: L — R, un épimorphisme d’algébres de
Lie transitives tel que ¢(L°) < R’,.

(1) Alors il existe une variété analytique X, une submersion analytique
p: X— Y, un point xe X tel que p(x) =y, un monomorphisme i: L —
J.(T; p). d’algébres de Lie transitives, tels que i(L) soit une sous-algébre
transitive de J (T), vérifiant les conditions (i) et (iii) du théoréme 12.1, oi
L =R.,.

(i) Quelque soit Uentier m > 0, il existe sur un voisinage U de x une
équation de Lie analytique R, C J(T'; p) formellement transitive et formelle-
ment intégrable p-projetable et r € Q. (p)(x, X) tels que

P(Rk+l.a) = R;c/+l,p(a)
pour tous 1 >0 etac U, et, si ¥ = p(y),
bei:L—> R, z, ¥v:R.,— R,

soient des isomorphismes d’algébres de Lie transitives et w1 = I,..(x), et
tels que le diagramme

Ry —> RI,

soit commutatif.

Démonstration. (i) Soient X une variété analytique et o: X — Y une
submersion et x € X vérifiant p(x) = y tels que J(T), soit isomorphe & L/L".
Le monomorphisme i: L — J(T; p), existe d’apres le théoréme 12.1.

(i) Soit Ry, C Jini(T 5 p) I'image inverse de Ry, par p, pour [ > 0.
Comme Zy..,, est engendré par (Zy..,),, de la suite exacte

0 —> Jyrss(¥) —> (Fperr), ~—> Bl —> 0

et de (11.5), on déduit que R,..,; est une équation de Lie analytique formelle-
ment transitive. Il existe un entier &, > k" tel que R, soit formellement in-
tégrable et Ry, ., = (Ry).;, pour ! > 0 {cf. [20, proposition 5 (ii)]). D’aprés
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nos hypothéses sur ¢ et sur i, on a i(L) C R,, , = lim R..., .. La version re-

lative du troisieme théoréme fondamental (corollaire 6.2) nous donne 1’existence
sur un voisinage connexe U de x d’une équation de Lie analytique R, C R, for-
mellement transitive et formellement intégrable, avec & > k,, etde ¢’ € Q..(x, X)
tels que 7, ¥ = I, ..(x) et ¥i(L) = R, , (cf. théoréme 4.1). D’apres la
proposition 12.1, il existe ¢ € O, (0)(x, x) tel que Yol =y’ oi &t 7, ¥ =
I,.,(x), de sorte que yoi: L — R,, . est un isomorphisme d’algébres de Lie
vérifiant i(L") = RY, .. Si ¥ = p(y) € Q. (Y)(y,¥), on a

(12.1)  FRL, = $o(L) = Ppi(L) = pyi(l) = p(R..,) C RZ,

d’apres la construction de R;. Donc + est un automorphisme de RY.,, , et par
conséquent aussi de RZ ,,. D’apres (12.1), on obtient

pRas =R, ,
(12.2) p(Rk+Z,x) = ;/+Z,y

pour tout ! > 0. Comme R, ,,, est formellement transitif et U connexe, pour
tout a e U, il existe ¥, € Qy.;,,(0)(x, @) appartenant & une forme finie de R, ;.
tel que WI(Rk+L,z) = Rk+l,a. et tel que: Si {pl = p(‘l"l) € Qk+l+1(Y)(y: P(a)), ].,OD.
ait d’apres (12.2)

T 77 1 — — 7
¥ E+ly — ‘P:PRk-pz,z = p\I’IRk+Z,.z = PRk+z.a c Rk+l,p(a) .

Donc v, : RY,,, — R¥.1,,, €st un isomorphisme et p(Ry.;,0) = R -

En prenant L = R’ , dans le théoréme précédent, ’équation de Lie R,
qu’on obtient est un prolongement de R}, et on a le résultat suivant qui nous
montre que toute sous-algeébre ouverte L* C R/’ correspond a la sous-algébre
fondamentale RS, , d’un prolongement R, de R}.:

Corollaire 12.1. Soit RY. C J..(Ty;Y) une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable. Si L° est une sous-algébre
ouverte de R, alors il existe une variété analytique X, une submersion
analytique p: X — Y, une équation de Lie analytique R, C J (T ; p) formelle-
ment transitive et formellement intégrable, avec k > k”, qui est p-projetable
et un prolongement de RY., et x € X avec p(x) = y et ¥ € Q..(Y)(y, ) tels que
FLY) = p(RS, ).

Soit Z une variété différentiable dont on note T, le fibré tangent. Soient
Ry cJ,(Ty; Y), R}* C J,(T;; Z) deux équations de Lie formellement transi-
tives et formellement intégrables. Soient 4 un ensemble fini et N5/ < J, (T ;Y),
Ny#CJ,(T;3Z), e A, des équations de Lie appartenant & F(R}) et
F(R") respectivement. :

Soient y e Y, ze Z. Supposons que Y et Z soient munies de structures de
variétés analytiques.
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Théoréme 12.3. Supposons que R et R)* soient des équations de Lie
analytiques. Soient ¢’ : R, , — R*, un épimorphisme d’algébres de Lie transi-

tives tel que ¢"'(NZ') = N‘;”f pour tout o € A, et k, un entier > 1.

(i) Il existe une variété analytique X, un point x € X, des submersions
analytiques p: X — Y, p*: X — Z vérifiant p(x) =y, p*(x) = z, une équation
de Lie analytique R, C J(T; p) N Ju(T; p*) formellement transitive et for-
mellement intégrable et des équations de Lie N: C R, («x € A) formellement
intégrables tels que

(12.3) [Zy s /) C NG

pour tout a € A, et tels que R, soit un prolongement de R} et Ni un prolonge-
ment de N3/ et

(12.4) O*Risr,a) = Rilfs oty »
(12.5) ' Wiine) = Nt oeio

pour tous [ >0, acA et acX. De plus, il existe ¥ e Q.(Y)(y,y) et
¥, € Qu(2)(z, 2) tels que my, ¥ = I, 1 () et TV = Ii,un(2), et

VR, =R, , V(R = R,
TNL) =N, TN = N
pour tous « € A, et tels que les diagrammes

¢H ¢II

RY , —— R, Ny, ——> NI}

lJ l% l% lx'—n
oot oy OO

R} ,——> R, . N/, —> N}

soient commutatifs, ot p™* est 'inverse de p: R.. , — R .
(ii) Les applications p, p* induisent des homomorphismes d’algébres de
Lie graduées

(12.6) p*.p-l; H*(R;/)y _)H*(R;/:: .,
(12.7) ,0 p—l H*(Nu//)y — H*(Na//*&)z

tels que le diagramme d’algébres de Lie graduées

H*(Na//)y H*(Nul/”

(12.8) ’5 ¢
H*(R//) HX(R”“)Z
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dont les homomorphismes ¢ sont induits par des inclusions d’équations dif-
férentielles, soit commutatif.

(ii) Sia,BeA et N, estle noyau de ¢": N/, — N}, alors NE, , est le
noyau de I’épimorphisme pf: N2, , — N2’} et on a une suite exacte

. Hi N;,// B Na// H] alr¥ ,
(12.9) — H( )y"—> ( )y e

__> Hi+1(Ni;’)y e,

dont I'application ¢: H*(Nﬁ”)y — H*(N:!), est I’homomorphisme d’algébres
de Lie graduées induit par l inclusion N¥’ C N<’. De plus, on a un homo-
morphisime

p: B¥(Ng), — Der H*(NZ),

d’algébres de Lie graduées, et ¢ et y entrelacent H*(N3)), et H*(N*"”)y Si
N&', est le noyau de I’épimorphisme o*: R, , — R}, on a une suite exacte

. . fap~l 0 ,
s = HING), — > HIRY), = IR, — HIPNE)y—> -+ .

(iv) SiaeAd et $”: N, — NI} est un isomorphisme, alors Ni est un
prolongement de Ng'* et l’applzcatzon (12.7) est un isomorphisme d’algébres
de Lie graduées. Si ¢"': R7,, — R}, est un isomorphisme, alors R, est un
prolongement de R}* et N§ est un prolongement de Ni'* et les applications
(12.6) et (12.7) sont des isomorphismes pour tout e € A.

(v) Soiert Y, ,Z, des vari¢tés analytiques, R, < J,(Ty,; YY), R} C
J (T g, ; Z,) des équations de Lie analytiques formellement transitives et formel-
lement intégrables et N% C R, , NZ* C R} (e A) des équations de Lle
appartenant & #(R,,) et .f (R). Sozent Y, € Yl, zeZ et¢’: R, , —RE,
épimorphisme et A: R, ,— R, ., #: R[*,— R’ , des épimorphismes d’ algebres
de Lie transitives tels que le diagramme

&

R// R//g

soit commutatif et tels que ¢'(N%,) = NZ%, et AN%) = Ni, pour tout
ae A. Soit y € A et supposons que N7/, soit le noyau de ¢’ R ,— R, et
que N7, soit le noyau de ¢ R, ,.— RZ ... Soient X, une variété analytique,
xekX, et p: X, =Y, pt: X, — Z, des submersions analytiques vérifiant

pl(xl) = Yi» P?(xl) =z, &t
R, CJy(Tx 3 X500 N Jo(Txs Xy5 0D
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une équation de Lie analytique formellement transitive et formellement inté-
grable et ]V;; C f\’d (x € A) des équations de Lie formellement intégrables
appartenant @ S (Rd) donnés par (i) tels que Ii’d soit un prolongement de R,
et Ng un prolongement de N3, , et

PiRey1p) = sziz,pf(b) > 1(Nd+l ») = N Lei)

pour tous | >0, acAd et beX,. On a alors un diagramme commutatif
d’algébres de Lie graduées pour tout ¢ ¢ A

-1
H* (N5, s HY N3,
(12.10) bl 7

A4 'Y A4

H*(N;:u)yl Ppp,‘l H*(N"/‘)zl

dont les homomorphismes p*-p™' et gi- p;* sont donnés par (ii) ; si 1: NY/, —
Ne . et 2*: NY'F— N%%, sont des isomorphismes, les homomorphismes 1 et
A sont des isomorphismes. Soient «, € 4 ; supposons que NE’, soit le noyau
de ¢”: N%', — N’} et que N% , soit le noyau de ¢': N% N‘;,’"zl On aun

dzagramme commutatzf

2, ¥1

— Hj(Nf;;/)y N Hj(Na//)y H](Na/w) __) Hi (N, — - -
121y 2 2 % |2

A4 A4

R )
- = HINE),, ——> HIN),, 22 e HI(N),, — HIM(NE),, —

dont les lignes exactes sont données par (iii). De plus, si p: H*(NZ),, —
Der H*(N%.,)y, est I’homomorphisme donné par (iii), alors

(12.12) Ap)-v) = pW)) - 2(v)

pour tous u e H¥*(N3/),, v € H"(Nﬁ”)y

Démonstration. (1) Ilexiste une sous-algebre ouverte L° de R”°y telle que
¢”(L°) < R’%; on peut prendre par exemple L° = R’ N ¢”"*(R/%). D’aprés
le théoréme 12.2, il existe une variété analytique X, un point x ¢ X, des sub-
mersions analytiques p: X — Y, o": X — Z vérifiant p(x) = y, p'(x) = z, des
monomorphismes i: RY , — J.(T; p);, #: RY , — J..(T; p’), d’algébres de Lie
transitives tels que L = z(R ) et L = #RY , ) soient des sous-algébres transi-
tives de J_(T) et

(LY = LNJ(T), , ML) =L*NJ.D), ,

et tels que les diagrammes
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RL, — J.(T; o). RY, —5J.(T; ),

i ld I3 95// lpr
Y Y Y

Rg,y —> Joc(TY; Y)y Rgfz —> Joo(Tz; Z)z

soient commutatifs. Considérons I’algébre de Lie tramsitive RZ , et sa sous-

algébre fondamentale L°. D’aprés le § 10, L° permet de définir des filtrations

sur R , et sur les idéaux fermés N%’, de RZ ,, d’ou des gradués associés
all

gr R , et gr N2/, et leurs groupes de cohomologie H™#(gr RY ), H™(gr N%’,).

Soit k > k, un entier tel que

H**bi(gr RY ) = H** " (gr N%/)) = 0

»Y

pour tous [ >0, j = 1,2, we A, et tel que NI/, soit défini par un feuilletage

dans (RZ ,,RZ , NJE(Ty; Y),) et N2’} le soit dans (R, R, N Ji(T 25 2),)
pour tout « € A ; un tel entier existe toujours en vertu du lemme 10.1 et de la
proposition 10.1. En remplagant X au besoin par un voisinage simplement con-
nexe de x, d’aprés la remarque qui suit le corollaire 6.1, le théor¢me 12.2 nous
donne maintenant 'existence d’équations de Lie analytiques R, C J(T'; p),
R C J,(T; p') formellement transitives et formellement intégrables et - ¢

Q..(0)(x, x), ¥* e Q..(0)(x, x) tels que R, soit un prolongement de R} et
P/(R?m,a) = Rﬁz,p'(a)
pour tous I >0etaec X et
v:L—-R. ., ¥ LF— RE

soient des isomorphismes et w1\ = np, 0¥ = I;,.,(x), et tels que les dia-
grammes

¥ kad .
L —R.,; L* > RY, .
K 49 4 4
v ¥ o e Voo
RZ, > RZ, R, > R,

solent commutatifs, olt ¥ = p(¥) et ¥ = o/(y*). Vérifions maintenant que
(12.13) V(N = N/, ,

(12.14) VHNE,) = N&,

pour tout aw ¢ A. Si I* est I’idéal fermé i(N%’,) de L, alors on a

Y

YN = Tl = py(?) C p(" + JL(T; p)2)
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puisque 7, W = I;,,(x); donc
V(N S N+ 72Ty Yy
Comme V¥ est un automorphisme de RY ,, on a

Y(NT) C NS, + R, NTe(Ty; Yy

Y

D’apres le lemme 10.2 et notre hypothése sur k, on en déduit que
TN © Ny

donc v induit un automorphisme de N%”,, ,, pour [ > 0, et par conséquent v
est un automorphisme de N%”,, d’ot (12.13). Si I** est I’idéal fermé #(Nz’)),
alors

THNZD = P (NLL) = P40

et puisque ;.0 = I;.(x), le méme raisonnement démontre 1’égalité (12.14).
Considérons les idéaux fermés -(I*) de R.. , et ¥*(I**) de R% , etleurs gradués
associés pour les filtrations induites par J.(7).. Puisque (L) = RY ; et
V(L") = R¥ ., on a d’aprés notre hypothése sur &

H¥bi(gr y(1) = H**2(gr 44(19) = 0

pour tous [ > 0 et o ¢ 4. Soient N2 C R, et N&¥ & R} (« € A) les équations
de Lie formellement intégrables données par le théoreme 10.1 telles que ’on
ait (12.3) et N2, = (I7), Nz, = 4*1%). Comme 7y ;¥ = mesn¥* = Ley(%),
on a

L = R ’ L* = R* z »
(12.15) i £z T &
7z'kI‘r = N;,z > nklag = N?c:x .

De (12.13) et (12.14), on déduit que p définit un isomorphisme
p: N& . —> N,

et o’ un épimorphisme

o : N, —> Nt

pour tout « € A. Il existe un isomorphisme unique d’algébres de Lie ¢,: L —
L# tel que ¢, oi = J*. Puisque ¢,-i(L") = i#*(L°), on a

$(L NJL(D)) = L* N TL(T), 5

d’apres le théoréme III de Guillemin-Sternberg [7], il existe donc ¢ € O..(x, x)
qui induit I’isomorphisme ¢,. On vérifie aisément que le diagramme
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R} ,—> R},
est commutatif, et 1’on a évidemment
S = I .
D’apres (12.15), ¢ définit donc des isomorphismes
TenP: Rz > R, mead: Ni,— Nik .

D’apres la proposition 5.5, il existe une section analytique ¢ de QY. sur un
voisinage de x telle que sur ce voisinage 1’on ait

$R) =R;, $R) =R,

et g(x) = my.,¢. Si g, est lenoyaude 7;_;: Ry — J,_,(T), alors H**1i(g, ) et
H**bi(gr RY ) sont isomorphes, pour [ > 0, et puisque X est connexe, g, est
2-acyclique. Alors Z¢! est une section de J(T)* ® R%; si P%,, est une forme
finie analytique de R}, d’apres le deuxiéme théoréme fondamental pour les
équations de Lie analytiques, il existe une section analytique y» de 2%, sur un
voisinage de x telle que ¥ = FG~* et ¥(x) = I,,,(x), de sorte que Z(¥-4)
= 0. On peut donc écrire V-§ = j z+1(f), ot f est un difféomorphisme de X
défini sur un voisinage connexe U de x (cf. théoréme 6.2). On a alors T 03169)
= P et

(12.16) .;k+1(f)(Rk[U) = Rii;w) 5
de la proposition 11.2, il découle que I’on a
(12.17) TeaYWNe) = NE 1,

pour tout @ € A. Considérons la submersion p* = ¢’of: U — Y et remplagons
X par ce voisinage U de x. Puisque R} C J,(T'; p"), de (12.16) il résulte que
R, C J(T; p*) et que I'on a (12.4). De (12.17), on déduit que p* définit un
épimorphisme

ot Ne ,— N7

Le théoréme 11.2 (i) nous dit maintenant que N est p-projetable et p*-projetable,
que N§ est un prolongement de Ng/ et vérifie (12.5). Puisque j..(H(x)-¥: L —
R% , et ¥*-¢: L — RE , sont des isomorphismes, d’aprés la proposition 12.1
il existe ¥’ € Q..()(x, x) tel que z, ¥ = I 1(x) et [.(NX) - = - ¥*- g, de
sorte que W/(R% ) = Rt si¥ = ¢/(4") € Q.(Z)(z,2), ona F(RZ) = RZ,.
Alors :
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O v = 0 j(NE) A = o A
comme applications R, , — R’?,; donc
oo =V Vg p, otV =V Vg

comme isomorphismes R ,— R/, ol p~! est I'inverse de p: R.. ,— RZ ,.
On pose ¥, = ¥/ -¢*; alors z;,, ¥, = I;,,(2). D’aprés le lemme 10.2 et notre
hypothese sur k, on a ¥/(N<’?) = N='¢, d’ol1 d’apres (12.14), ¥,(N=5) = N2,
pour tout « € A.

(ii) Le théoréme 11.2 (ii) et (iii) et I’application p nous donnent des iso-
morphismes d’algébres de Lie graduées

o H*(ND, — H*N%D, , 2 H* Ry, — H*R]), .

Considérons le diagramme commutatif

-1 2
H*(NZ), 2 H* (N9, > H* N2,

l i v

-1 &
H*(RY), 2 H*(R,), <> H*R/,

dont les fleches verticales sont induites par des inclusions d’équations de Lie
et les fieches horizontales sont données par le théoreme 11.2 (ii) et les appli-
cations p et p*; on en déduit le diagramme (12.8).

(i) Si p7': RZ,— L est I'inverse de ’isomorphisme p:L — R ,, le
diagramme

. FAR- DYt .
Nwl,/v Nﬂ:,!

&4
N

s
!
i
|
!

I
|

RY, ¥t o (
|

Rt

dont les applications ¥#-¢-p™*: No/, — N, et ¥*-¢-p7': R , — R% , sont
des isomorphismes, est commutatif. Donc si NZ7, est le noyau de ¢”: N¥/, —
N<’t, puisque ¥* est un automorphisme de N2}, alors on voit que N _ est le
noyaude o’: N , — N7 et d’apres (12.17) que N2 ,estle noyau de p*: N2, , —
Nt D’apres le théoréme 11.2 (ii), on a la suite exacte
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—> HI(N?), BN Hi(Ng), £ H (N"”*) —> HI*(ND, —> -+,

dont on déduit la suite exacte (12.9) a 1’aide du diagramme commutatif

HWE, £ BN,
\
v

HINZ), 2 HI(ND),

dont les fieches horizontales sont des isomorphismes (cf. (ii)) et les fleches
verticales sont induites par les inclusions N#” C N’ et N2 C Nz. Le théoréme
11.2 (iii) nous donne un homomorphisme d’algeébres de Lie graduées

p: H5(NY), — Der H*(N9),

tel que ¢ et g entrelacent H*(N3), et H*(N)),. A I'aide des isomorphismes
p~' d’algebres de Lie graduées, on obtient I’homomorphisme d’algeébres de
Lie graduées

p: H*(N%.), —> Der H*(N%)),

tel que ¢ et ¢ entrelacent H*(Ng), et H*(N 5”)y

(iv) découle directement de (iii).

(v) Puisque p,;: R, .o~ RS ,, est un isomorphisme d’algebres de Lie transi-
tives, o7*-4-0: R, x—»Rw ,z €St un eplmorphlsme pour tout « ¢ A, 'image
de Ng, . par cette derniére application est égale a N, =~ D’apres (1), il existe une
variété analytique connexe X, et x, € X,, des submersions analytiques ¢: X, —
X, 0,: X,— X, vérifiant o(x,) = x, ¢,(x,) = x,, une équation de Lie analytique

Sy, C Jh(TXD; X0 N1, Ty, Xy5 00

formellement transitive et formellement intégrable et des équations de Lie
S2 C 8, (a € A) formellement intégrables appartenant a #(S,) tels que S, soit
un prolongement de R; et S5 un prolongement de N§ pour tout « € 4, et tels
que

al(Sh-(-l,a) = Rh+l,a1(a) ’ al(Sh+l a.) -— h,-LZ a1(a)

pourtousae X, I >0etae 4. Alors, puisque N7, , est le noyau de ¢*: R.. ,
— Rz, dapres (iii), 5%, ,, est le noyau de pfoo: S.=° 20— RZ 1y D’aprés Ia
proposition 10.3, Sy, appartient & £ (S,); soit W le sous-fibré intégrable z,57,

de Ty,. D’aprés le théoréme 11.3 (i), il existe une variété différentiable Z,, une
submersion z,: X, — Z, définie sur un voisinage de x,, une équation de Lie
formellement transitive et formellement intégrable S, C J,,(Tz,; Z,)), avec
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h, > h, telles que le fibré des vecteurs tangents aux fibres de z, soit égal a W
et telles que S, soit ¢projetable et

-~ — QF
"O(Sh.1+l,a) - Sh1+L,-ro(a)

pour tous a appartenant a un voisinage de x, et [ > 0. Comme 6,(S},.) =
Nh ey poUr tout a e X et N " est le noyaude pf: R.. o — RZ ., on a pig,(W)
= 0. D’autre part, pi0y(Sh+1,0) = R\ 1 s30ucar, POUI tous a € X et [ > 0. Donc,
en remplacant X, par un voisinage connexe de x, et Z, par un voisinage de
7,(x,), on peut supposer que ¢, est surjectif, et, d’apres le théoréme 11.3 (ii),
que ’on a des submersions 7: Z,— Z et 7,: Z, — Z, telles que le diagramme

X < X,-25 X,
(12.18) , ot lfo

Y

Z<—2z,-25 7,

o
Y

soit commutatif, et telles que S%, soit r-projetable et ¢,-projetable et un
prolongement de R7* et telles que

& — R
Tl(Sn1+l,b)— R1+l,71(0)

pour tous b ¢ Z, et [ > 0. Le théoréme 11.2 nous donne des équations de Lie
Sa* e A(SE), avec h, > Ny, a € A, telles que

a —_ %
To(sna+z,a) = S;zba+L,ro(a)

pour tous ae X,, e A et [> 0. Le théoréme 11.2 nous dit que S5 est
r-projetable et r,-projetable, et (12.18) implique que

3 — N’k
T(S‘):aa-z,») = N}'La+z,f(b) s pour k, +1>q,,
%
Tx(sﬁﬂ,b) = Nigst, ) 5 pour A, + 1> s,,

pour tous b € Z, et a ¢ A. Considérons le diagramme commutatif

e o o1 e o

7] v
N:",y N‘:%?-‘ < S:,Io > N:",Il N:",yx
(12.19) lp% 7 of
v ~ v
1
Nt < S22, —> N2,

ol z, = t,(x,) et g, s, o, sont des isomorphismes. Puisque p*: N% ,— N7 est
un épimorphisme et z: S% , — R/%, ¢: 5% ., — N&% , sont des isomorphlsmes,
on voit que r: S, — N’} est un isomorphisme. Il en résulte que S§¥ est
un prolongement de Ng* pour tout « ¢ 4. D’aprés la proposition 11.3 (i)
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et le théoréme 11.2 (ii), au diagramme (12.19) correspond le diagramme com-
mutatif d’algébres de Lie graduées

H*(N3)y H*(N7 )y,
A A
‘P 01
. g g o ao
H*(NY), «— H*(S3),, —> H*(N3),,

P
Y

HANG, < H¥(S5),, —> H* (N

Sa /21

dont les fleches p, g, p,, = sont des isomorphismes. On pose 2 = p,0g,067 o p*
et 2 = r; o ¢! et on obtient le diagramme commutatif (12.10). Soient «, 3¢ 4 ;
on suppose que N’ estle noyau de ¢”: N/, — oN;’fj et que N¥  estle noyau
de ¢': NI ,, — N¥% . D’apres (iii), on voit que NZ . estle noyaude pf: NS .
— N&%, ; de plus, S%, . est le noyau de z,: 8% ,, — $%,. On a un diagramme
commutatif

!
‘l‘ o v g l l 01 v

g1 °
1y~ I~ ~ ’
NI, =N, Se,z—> Ni Ne

& l‘fo lpf
v T

T
17"y T~ # 1 alk
Ny e— S3, —> NIJ%,

>Y1

dont les colonnes sont exactes et dont les applications ¢;, r; sont des épimor-
phismes. Le théoréme 11.2 (ii) nous donne des applications o: HI(SE),, —
Hi*Y(SE), , a: HJ'(Ng;*)z1 — H7+1(1\7§)$1 et la proposition 11.3 (ii) nous dit que
le diagramme

HI(Ne"), —— HISE),, ——> HIN,,

la la la

HIPY(NE), <2 HI*(S),, —> HI*Y(N?),,

est commutatif et que 1’on a
o(p)-v) = o) -o(v) , o) v) = o) - 0,(v)

pour tous u € H*(S2),,, v € H*(S%),,, ou les applications ¢ nous sont données
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par le théoreme 11.2 (iii). Il en résulte que le diagramme (12.11) est com-
mutatif et que 1’on a la relation (12.12), ce qui termine la démonstration du
théoréme.

Nous donnons maintenant la notion d’isomorphisme ou d’équivalence locale
d’équations de Lie introduite par Cartan, qui généralise la notion d’isomor-
phisme d’équations de Lie sur une méme variété.

Soient Ny < Ry, Ny# C R[% des équations de Lie appartenant & (R} et
F(RY%) respectivement. Nous dirons que (R}, N;fo, y) et (RY* Ny*, z) sont
(localement) isomorphes s’il existe une variété différentiable X, des submersions
0: X =Y, F: X —ZetxeX, vérifiant p(x) = y, p*(x) = z, une équation de
Lie R, CJT.(T; p) NJx(T; o) formellement transitive et formellement intégrable
et une équation de Lie N, C R, appartenant & #(R;) tels que R, soit un
prolongement de R} et de Ry* et N; un prolongement de Ny et de Ny*.

Pour que (R}, N, , y) et (R*, N;%, 2) soient isomorphes, il faut qu’il existe
un isomorphisme ¢”: R, — R*, d’algébres de Lie transitives tel que
¢"(N,,) = N,

Nous dirons que (R},y) et (R)/% z) sont (localement) isomorphes si
(R}, R, y) et (R}*, R} z) sont (localement) isomorphes. Au § 6, nous avons
montré que, si R, R sont deux équations de Lie analytiques sur une variété
analytique X formellement transitives et formellement intégrables, et si x, x* € X,
alors (R, x) et (RZ, x*) sont localement isomorphes sur X si et seulement s’il
existe ¢ € O..(x, x*) tel que #(R..,,) = R% ... Du théoréme 12.3 (i) et (iv), on
déduit la généralisation suivante de ce résultat:

Théoreme 12.4. Supposons que R;] et R/* soient des équations analytiques.

(i) (RY.Ny,¥) et (RY*,NJ% z) sont isomorphes si et seulement s’il
existe un isomorphisme ¢”: RZ , — R? d’algébres de Lie transitives tel que
¢"(N2,y) = N,

(i) Si Pune des conditions de (i) est remplie, alors on a un diagramme
commutatif d’algébres de Lie graduées

H*(N7), =% H*(N),

v |

H*(R)), =% H*R/),

dont les fleches verticales sont induites par les inclusions Ny C Ry et NJ¥ C Ry
et les fleches horizontales sont des isomorphismes.

Le théoréme précédent nous montre que la relation d’isomorphisme local
entre de tels triplets (R}, N, , ), ol R} est une équation de Lie analytique,
est une relation d’équivalence. En prenant p = p,, g = g,, Nj = R} et
N7* = R}t dans le théoréme précédent, on obtient le résultat suivant qui
implique que la relation d’isomorphisme local d’équations de Lie analytiques

est aussi une relation d’équivalence.
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Corollaire 12.2. Soient R C J,(Ty;Y), R}* C J(T,; Z) des équations
de Lie analytiques formellement transitives et formellement intégrables.

(1) (Kuranishi [22), Petitjean [24)) Si ye Y et ze Z, alors les couples
(RY,y) et (R*, z) sont isomorphes si et seulement si les algébres de Lie transi-
tives R, et R!*, sont isomorphes.

(i) Si l'une des conditions de (i) est remplie, alors on a un isomorphisme
d’algébres de Lie graduées

H*(RY), 5% H*(R}), .

13. Cohomologie de Spencer d’algébres de Lie tramsitives

Soient L une algebre de Lie transitive et / un idéal fermé de L. D’aprés le
corollaire 6.1 et le théoréme 10.1, il existe une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable R, C J,(Ty; Y) sur une
variété analytique Y, un point y € Y, une équationdeLie N, C R, appartenant
a F(R,) tels que (R..,, N.,,) et (L,]) soient isomorphes en tant que couples
d’algebres de Lie topologiques. On pose

HYL) = @ H/ (L), H/L)=HR)),,
H*L,D = @H/L,D, HI(L,D=HNY),,
j20

et on appelle H/(L) le j-i®me groupe de cohomologie de Spencer de L et
HI(L, ) le j-ieme groupe de cohomologie de Spencer de 1’idéal fermé I de L.
On a évidemment H*(L,L) = H*(L).

Théoréme 13.1. (i) L’algébre de Lie graduée H*(L,I) d’un idéal fermé I
d’une algebre de Lie transitive L est bien définie et ne dépend que de la classe
d’isomorphisme de (L,I) en tant que couples d’algeébres de Lie topologiques.

(ii) Si ¢: L — L” est un épimorphisme d’algébres de Lie transitives et
IC L, I” CL"” des idéaux fermés de L et L” tels que ¢(I) = 1", alors on a
un homomorphisme

H*(¢$): HX(L,I) - H*(L",I")

d’algébres de Lie graduées qui est défini a des automorphismes des algébres
de Lie graduées prés. Si«r: L' — L' est un épimorphisme d’algébres de Lie
transitives et I’’’ C L' est un idéal fermé de L' tels que (I"") = I, alors
le diagramme
H*(L,I)
(13.1) H*($)
H*(L//, I//) mH*(L’”, I///)

H*(p-9)
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est commutatif a des automorphismes des algébres de Lie graduées prés.
(iii) Si I est le noyau de ¢: 1 — I, on a des homomophismes d’algébres
de Lie graduées

¢ H*(L,I') — H*(L,D) , u: H¥(L,I) - Der H*(L,I) ,
qui entrelacent H*(L,I) et H*(L,I'), et une suite exacte

B, I — > B, D R g, 1

(13.2)
S HYL ) —> - -,

qui sont définis a des automorphismes des groupes de cohomologie prés.
(iv)y Soient *: L — L%, ¢*: L* — L' des épimorphismes d’algébres de
Lie transitives tels que le diagramme
é
L > L”
(13.3) o l*
Y

L# o* L

soit commutatif et soient J le noyau de ¢:L — L"” et J* le noyau de
¢ Lt — L. Si 4*J) = J* et I*, I'* sont des idéaux fermés de L* tels que
I" =FNF, 91 = F, ) = I et (%) = I", alors le diagramme

Hi()

- B = B, n S gy s mroa,r - -

|[E le(m | B | His
Y

, Hi(gh M a .
. _)HJ(Lﬁ I‘:) _) HJ(L# 1) s H](L/// Im) —_ HJ+1(L¢’ I/") s e

est commutatif et la relation
H*(y) ()« B) = p(H*(yHa) - H* (Y9

pour tous a e H*(L,I), Be H*(L,I'), est vérifiée a des automorphismes
d’algébres de Lie graduées prés.

Démonstration. Soient L,L”,L%* L des algtbres de Lie transitives,
LI, JjcL,I”cL', F,I'*,) J)* C L%, I’ < L' des idéaux fermés et ¢: L —
L”, gt LF— L, o L' — L%, «%: L— L* des épimorphismes d’algebres de Lie
transitives tels que le diagramme (13.3) soit commutatif et ¢(I) = I”, (I") =
", g3l = IF, 1) = I, 3(J) = J%, () = I'”. Supposons que J soit le
noyaude ¢: L —L”etJ* le noyau de ¢*: L¥ > L', et que ' = I NJ et I'* =
PN Soient R, CJ,(Ty;Y), R} CJ(Tz;2), R, CJ,(Ty,;Y), R/ C
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J(T5,; Z,) des équations de Lie analytiques formellement transitives et for-
mellement intégrables sur des variétés analytiques Y, Z, Y, Z,,etye Y, z¢ Z,
neY,zeZ, et soient Ny, Ny, S, ¢ F(R,), Nje F(R)), Ni, Nji Ste
F(RE), N e F(RY") des équations de Lie et

. 7. 77
i:L—R,,, X:L"—>R.,,
. Tk ¥ 17720 771 Y724

F:L*—>R:y, . M:.L" R,

des isomorphismes d’algebres de Lie transitives tels que

M)=N.,, WA)=N.,, iH=S5.,,
HI) =N., , WAH=NE,, AN=S,,
2//([//) — N{.:,z . 2///([///) — N{.::z,_ .

Le diagramme d’algebres de Lie transitives

1//. ¢‘ 2—1
R.., RZ.
l]g“’,ﬁ.l_;{ lzul.\l"zu_;[
N Ao 201 ,
R;,yx szzi

dont les fleches sont des épimorphismes, est commutatif. Le théoréme 12.3
(ii) et (iv) nous donne un diagramme commutatif

, y
H*(N,), —> H*(N}),
(13.4) . 1,
M ¢
H*(R,), — > H*R?),

d’algebres de Lie graduées, dont les fléches ¢ sont des isomorphismes lorsque
¢: L — L” est un isomorphisme. D’autre part, en considérant les familles
d’équations de Lie N,, N,, S, e F(R,), Ni, N7, St ¢ #(R;), N ¢ #(RY),
NI ¢ F(R"), le théoréme 12.3 (iii) et (v) nous donne le diagramme commutatif

9 .
S HIWN), —> HIN,), —> HIWND), —— HINNG), — - -
(13.5) o |y Jﬁ’ l¢*
oy iy 8 risiene
- — HINZ),, —> HINL) y, ——> HINY),, ——> HIV (N — - - -

et des homomorphismes d’algébres de Lie graduées

p: H*(N,), — Det H*(N}), ,  p: H*(N%),, — Der H*(N}),,



220 HUBERT GOLDSCHMIDT
tels que

(13.6) V@) - §) = u(y(@)) ()

pour tous « € H*(N,),, 8¢ H*(Np),.

(i) Supposons que ¢: L — L’ soit un isomorphisme. Le diagramme
(13.4), dont les fléches horizontales sont alors des isomorphismes, nous montre
que 1’algébre de Lie graduée H*(L, I) est bien définie et ne dépend que de la
classe d’isomorphisme du couple (L, I) d’algébres de Lie topologiques.

(ii) Supposons d’abord que y#: L — L# et 4 : L — L’” soient des isomor-
phismes. Alors d’aprés le théoréme 12.3 (iv), les fieches verticales du diagramme
commutatif

% ¢ TN
H*(N,), —> H*(NY),

(13.7) l¢* J;!,
H*(VE),, —> HAQN),,

d’algébres de Lie graduées sont des isomorphismes, ce qui nous montre que
’homomorphisme d’algebres de Lie graduées H*(¢): H*(L,I) — H*(L",I")
déterminé par ¢: H*(N,), — H*(N?/), est bien défini & des automorphismes
prés. Supposons maintenant que seul ¢*: L¥ — L’ est un isomorphisme. Alors
J# = {0} et la fléche ¢* du diagramme commutatif (13.7) est un isomorphisme,
ce qui nous montre que le diagramme (13.1) est commutatif & des automor-
phismes preés.

(iii) Supposons a nouveau que +*: L — Lf et : L” — L’ soient des
isomorphismes. Alors les fléches verticales des diagrammes (13.7) et (13.5)
sont des isomorphismes ; donc de (13.5) et de (13.6), on déduit la suite exacte
(13.2) et les homomorphismes ¢ et .

(iv) découle directement de la commutativité de (13.5) et de (13.6).

Corollaire 13.1. (i) Si ¢: L — L” est un épimorphisme d’algébres de
Lie transitives et I’ est le noyau de ¢, on a une suite exacte

. ¢ . Hi($) . ) -
c—— H{(L,I'") —» H/(L) —5> H/(L") —> HV'(L,I') ~—> --- .

(i) SilICL,I”CL” sont des idéaux fermés tels que ¢: I — I’ soit un
isomorphisme, alors

H*(¢): H¥(L,I) — H*(L",1”)

est un isomorphisme d’algébres de Lie graduées.
Corollaire 13.2. Les algébres de Lie H'(L) = H(R,), des germes en x de
solutions de R, et H)(L) = H)(R,), des germes en x de solutions analytiques
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de R, ne dépendent, a isomorphisme prés, que de la classe d’isomorphisme
de I'algebre de Lie topologique L.

Théoreme 13.2. Si M est une sous-algébre fermée d’une algébre de Lie
transitive L et s’il existe une sous-algebre fondamentale L' de L telle que L =
M 4+ L° alors M est une algébre de Lie transitive et on a des homomorphismes
d’algebres de Lie graduées

H*(M) — H*(L) ,
(13.8) H*(M,J) — H*L,D) ,

pour tout idéal fermé J de M contenu dans un idéal fermé I de L, qui sont
déterminés a des automorphismes d’algébres de Lie graduées prés. Si I est un
idéal fermé de L contenu dans M, alors (13.8) détermine un isomorphisme
d’algébres de Lie graduées

H*M,I) — H*(L,I) .

Démonstration. SiL = M + L°, alors M° = M N L° est une sous-algebre
ouverte de M qui ne contient aucun idéal de M autre que {0} telle que M /M°
soit isomorphe a L/L°. Donc M est une algébre de Lie transitive. Soient J un
idéal fermé de M et I un idéal fermé de L contenant J. Considérons les filtra-
tions induites par M® et L° sur J, M, I et L; soit k > 1 un entier tel que

Hk+l,,1(gr J) — Hk+l,l(gr I) — 0 , Hk+l,,j(ng) — Hk-i-l,j(gr L) — 0

pour tout! > Oetj = 1,2. D’aprés le lemme 10.1, un tel entier existe toujours.
Soit i: L — J(T), un monomorphisme d’algébres de Lie transitives, ou x
appartient & une variété analytique X, tel que i(L°) = i(L) N Jo(T), et i(L)
soit une sous-algébre transitive de J.(T),. Alors i(M) est une sous-algébre
transitive de J. (7). et i(M® = i(M) N J%(T).. En remplagant X au besoin
par un voisinage simplement connexe de x, il existe d’aprés le corollaire 6.1
et le théoréme 4.1 des équations de Lie analytiques R}, R; dans J,(T) formelle-
ment transitives et formellement intégrables et F, G ¢ Q..(x, x) tels que R}, C
R et

R;c,z: = nkl(M) s Rk,.z‘ = 7Tkl(L) s
GiM) =R, ., Fi(L) =R, .
T = m4,,G = Ik+1(x) .

Soient N, C R}, Ny C R; les équations de Lie données par le théoreme 10.1
appartenant & S(R}), #(R,) respectivement telles que N, , = Gi(J), N.., =
Fi(I), de sorte que ’on a

N;c,.z‘ = milJ) C mi(l) = Nk,z: .
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Puisque N; et N, sont stables par la dérivée covariante induite par une R,,-
connexion sans courbure dans J,(7), d’aprés la proposition 3.2 nous avons donc
N,C N,. Sil =J, on a alors N; , = N, ,; donc dans ce cas, on a 1’égalité
N’ = N,. On obtient un diagramme commutatif

H*(N;) —> H*(N)

l l

H*(R) —> H*(Ry)

d’algebres de Lie graduées dont les fléches horizontales définissent des homo-
morphismes H*(M,J) — H*(L,I) et H*(M) — H*(L). Montrons qu’ils sont
bien définis. Prenons un monomorphisme #: L — J_(T), d’algébres de Lie
transitives tel que #(L") = #(L) N Jo(T), et i*(L) soit une sous-algébre transi-
tive de J_(T), et des équations de Lie analytiques Ry, R% dans J.(T) formelie-
ment transitives et formellement intégrables et F*, G* ¢ Q..(x, x) tels que R} C
R, et

R;f:: = ﬂki*(M) s Rk,:z: = ”klg(L) ’
G#(M) = R:,, F#L)=R..,

. Tfk+1F§ - ﬂ'k.'_ng = Ik+l(.x) .

Soient N C R, Ni C Rj les équations de Lie données par le théoréme 10.1
appartenant a (R, #(R%) respectivement telles que N7 , = G**(J), Ni, , =
Fi#(I), de sorte que Nt C N4 et, si I = J, on ait Ni¥ = Ni. D’apres le théoréme
4.1, il existe ¥ € Oy, (x, x) tel que yx,i = 7,7, de sorte que

'\l’(R;c,:) = R;c%l:z » \"'(Rk,z) = R?c,: ’
11"(1\/;»,:!:) = N;f::z: ’ '\l’(Nlc,z) = N;;'c,x .

D’aprés la proposition 5.5, il existe une section analytique ¢ de Q%,; sur un
voisinage de x tel que 1’on ait

$(RY) = R, (R = R},

sur ce voisinage et g(x) = +. D’aprésle § 5, le noyau g5, de mx_, : Ry — Ji_(T)
est 2-acyclique. Alors Z¢™! est une section de J(T)* ® Rj#; si Py, est une
forme finie analytique de RY,,, d’aprés le deuxieéme théoréme fondamental pour
les équations de Lie analytiques, il existe une section analytique ¢’ de Z4,,
sur un voisinage de x telle que ¢’ = Fg~' et ¢'(x) = I,,(x), de sorte que
(¢ - ¢) = 0. On peut donc écrire ¢’ ¢ = j.,(f), o f est un difféomorphisme
de X défini sur un voisinage connexe U de x (cf. théoréme 6.2). On a alors

TenP@) = ¢(x) et
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;k-i—l(f)(R;c[U) = R;flf(U} ’ .7k+1(f)(Rk|U) = R)'Igclf(U) »
et d’apreés la proposition 11.2

jk+1(f)(N;qU) = N;f[f(U) 3 jk+1(f)(Nlc|U) = N?qf(U) -

On a donc des diagrammes commutatifs d’algebres de Lie graduées

H*(N), —> H*(Ny), H*(R}); — H*(Ry),
f ; s '
Y Y Y Y
H*(NY), —> H*(NY), H*R): —> H*(R}):

dont les fleches verticales sont des isomorphismes induits par f et la proposi-
tion 11.2, ce qui montre que les homomorphismes H*(M,J) — H*(L,I) et
H*(M) — H*(L) sont bien définis & des automorphismes des algebres de Lie
graduées pres.
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